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caPriTULO 1 
Sistemas Lineares — Matrizes 


1. SISTEMAS LINEARES 


Neste capítulo procederemos inicialmente a um estudo dos sistemas lineares 
sobre R. Não nos moverá aqui nenhuma preocupação de formalismo ou rigor exces- 
sivos. Além disso limitar-nos-emos a ver sobre o assunto apenas o que é necessário 
para desenvolver os capítulos posteriores. De uma maneira geral este capítulo 1 
constitui apenas um pré-requisito para o restante deste livro. 


Definição 1 — Dados os números reais «;, ..., Gn, 8 (n > 1), à equação 
ax +... + anXn af 
onde os x; são variáveis em IR, damos o nome de equação linear sobre IR nas 
incógnitas X1, ..., Xn. 
Uma solução dessa equação é uma seqüência de n números reais! ) (não 
necessariamente distintos entre si), indicada por (b1, ..., bn), tal que 


qb; + «tando =B 
é uma frase verdadeira. 


Exemplo — Dada a equação: 2x, — x, + x3 = 1, a terna ordenada (1, 1,0) 
é uma solução dessa equação pois 2 + 1 — 1 + O = 1 é verdadeira. 


Definição 2 — Um sistema de m equações lineares com n incógnitas 
(m, n > 1) é um conjunto de m equações lineares, cada uma delas com n incóg- 
nitas, consideradas simultaneamente. Um sistema linear se apresenta do seguinte 
modo:. 


(x) 


Também chamada n-upla de números reais. 


(+) Se m =n simplesmente sistema linear de ordem n. 
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Uma solução do sistema acima é uma n-upla (b4, ..., bn) de números reais 
que é solução de cada uma das equações do sistema. 


Exemplo — Dado o sistema 


A y+z=1 
É "x + 2y = 6 


uma solução de S é (0, 3, 4). Notemos que essa solução não é única: a terna 
8 1i 


Ss > 0) também é solução de S. 


Se, no sistema S, tivermos f4 = B3 =... = Bm = O, o sistema S será homo- 
gêneo. A nupla (0, 0,..., 0) é solução de S neste caso e por isso todo sistema 
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homogêneo é compatível, de acordo com a definição 3 a seguir. A solução 
(0, 0, ..., 0) chama-se solução trivial do sistema pomeginco: 


Definição 3 — Dizemos que um sistema linear S é incompatível se S não 
admite nenhuma solução. Um sistema linear que admite uma única solução é 
chamado compatível determinado. Se um sistema linear S admitir mais do que 
uma solução então ele recebe o nome de compatível indeterminado. 


Exemplos 
1) Um sistema do tipo 
Qi X1 +.. FA + Qinžn = bı 


oco encara ra sa so e a o 04 


é necessariamente incompatível: como nenhuma n-upla é solução da equação 
i-ésima, então nenhuma n-upla é solução do sistema. 


2) Um sistema do tipo 


X1 = Bi 
X2 = 
Xn = fn 
é compatível determinado e (B,,..., Bh) é a sua solução única. 


3) O sistema 


2x— y+z=1 
x+2y 6 
8 


, ; . ; ; 1 
é indeterminado pois, conforme vimos atrás, as ternas (0, 3, 4) e Ee E , 0) são 


soluções deste sistema. Conforme veremos, existem infinitas soluções deste sistema. 
Tente achar uma. 


2. SISTEMAS EQUIVALENTES 


Seja S um sistema linear de m equações com n incógnitas. Interessa-nos 
considerar os sistemas que podem ser obtidos de S de uma das seguintes maneiras: 


(I) Permutar duas das equações de S. É evidente que se S, indicar o sistema 
assim obtido, então toda solução de S, é solução de S e vice-versa. 


(II) Multiplicar uma das equações de S por um número real À * O. Indicando 
por S, o sistema assim obtido mostremos que toda solução de S, é solução de S e 
vice-versa. 


Devido a (1) podemos supor que a equação multiplicada seja a primeira. 
Como as demais equações de S e S, coincidem basta verificar nossa afirmação 
quanto à primeira equação. 


Se (b;,...,bn) é uma solução de S (conforme definição 2), então: 


and; +... + inba = bi (1) 
Multiplicando por À esta igualdade obteremos: 
(anda +... + Aain)bn = Abi (2) 
o que mostra que (b;,...,bn) é também solução da primeira equação de S4. 
Por outro lado, se (b1, ..., bn) é solução de S,, então a igualdade (2) é 


verdadeira. Dividindo (2) por À obtemos (1). Portanto (bı, ..., bn) pertence 
ao conjunto das soluções de S. 
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(II) Somar a uma das equações do sistema uma outra equação desse sistema 
multiplicada por um número real. Deixamos como exercício a verificação de que 
o sistema: 


Si: se ida ca RS Ba “ani A ds o 


assim obtido e o sistema S ou são ambos incompatíveis ou admitem ambos as 
mesmas soluções. Sugerimos ao leitor que faça alguns casos particulares antes de 
tentar o caso geral. 


Definição 4 — Dado um sistema linear S, uma qualquer das modificações 
explicadas acima em (I), (II) e (III) que se faça com esse sistema recebe o nome de ope- 
ração elementar com S. Se um sistema linear S, foi obtido de um sistema linear S 
através de um número finito de operações elementares, dizemos que S, é equivalen- 
teaS. Notação: Sı ~ S. É fácil ver que para a relação ~ assim definida valem as 
seguintes propriedades: 


(a) S ~ S (reflexiva); 

(b) Sı ~ S ==> S ~ S, (simétrica), 

(0) Sı ~S e S ~ S = S, ~ S, (transitiva). 

Convém frisar, por último, que em virtude do que já vimos neste parágrafo, 


se S; ~ S, então toda solução de S é solução de S, e vice-versa. Em particular, 
se S; é incompatível, o mesmo acontece com S. 


Desta forma criamos um mecanismo extremamente útil para a procura de solu- 
ções de um sistema linear S. Procuramos sempre encontrar um sistema linear 
equivalente a S e que seja “mais simples”. Veremos um exemplo. Considere- 
mos o sistema: 


x-y + zS 
S: 2x- y + z5 
x — 2y + 22 = 


Para estudar este sistema deve-se aplicar a ele uma série de operações ele- 
mentares visando fazer com que o número de coeficientes iniciais nulos seja maior 
em cada equação (a partir da segunda) do que na precedente. Vejamos como se 
pode fazer isso. 


x— y+ z2=1 x-y+tz= 1 x-y+tz=1 
2x — y+ z=4 > y—Z= 2 * y-—-z=2 
x— 2y +22=0 -y+z=-_l1 i 0= 


*  Multiplicamos por — 2 a primeira equação e somamos o resultado com a segunda equação; 
multiplicamos a primeira equação por — 1 e somamos com a terceira. 


** Somamos a segunda equação com a terceira. 


Como este último sistema é incompatível, o mesmo acontece com o sistema S 
dado inicialmente. 


3. SISTEMAS ESCALONADOS 


Consideremos um sistema linear de m equações com n incógnitas que tem 
o seguinte aspecto: 


Qiri Xr Pare a aar atoy beaa + QinXn — Bi 
S: Ar, Xr} + erasers 0. + QanXn = Ba 
CkrkXrp +- + GknXn = bk 
0Oxn=Bk+1 
onde Gr, £ O, Gr, #0, ..., Akry É O ecada r 21. 
Se tivermos 1 < r4 < r2 < ... < rg < n diremos que S é um sistema li- 


near escalonado. É claro que se k4 1 = O, a última equação de S pode ser elimina- 
da do sistema. Logo, num sistema escalonado o número de coeficientes iniciais 
nulos em cada equação, a partir da segunda, é maior do que na precedente. 


Exemplo de sistema escalonado: 


2x-y-z-3t=0 
z— t=1 
2t=2 


Proposição 1 — Todo sistema linear S é equivalente a um sistema escalo- 
nado. l 


Demonstração — Sem perder a generalidade podemos supor: 


X + Q12X3 a EA E r CinXn = Bı 


S: Q21X1 + AX +... + GonXn = k 
QmiX FQmaX +... + QmnXn = Bm 


Para cada œ; #0 (i=2,3,...,m) multipliquemos por (ais) à primeira equação 
e somemos o resultado à equação i-ésima. Com algumas permutações convenientes 
de equações (se for o caso) obteremos um sistema Sı do seguinte tipo: 


x, + et OrX +... + GnX = fi 
Yar,Xry + ... + YanXn = ba 


onde fr, #0 e m > 2, que é equivalente a'S. 


Dividindo a segunda equação de S, por Y2r, Obtemos um sistema S,, ainda 
equivalente a S4, com o qual começamos a repetir o raciocínio feito até aqui, 
porém a partir da sua segunda equação. Evidentemente, depois de aplicar um 
certo número finito de vezes esse raciocínio chegaremos a um sistema escalonado 
equivalente a S. m 


A importância dos sistemas escalonados reside na Proposição 1. Sendo todo 
sistema equivalente a um sistema escalonado, bastará que saibamos lidar com os 
sistemas escalonados e saibamos reduzir um sistema qualquer a um escalonado. 


Nota: Convém observar que as equações do tipo O = O que por ventura 

aparecerem no processo de escalonamento devem ser suprimidas, como é óbvio. 
Exemplo — Escalonemos o seguinte sistema: 

2x — y +z- t= 

3x +2y - z+2t 

2x — y-zZz— t= 

5x + 2H = 


il 
- O e A 


z+2x— y— t=4 z+2x— y— t=4 
s —z + 3x + 2y +2t=1 5Sxsx+ y+ t=5 
-zZz +2x— y— t=0 4x — 2y- UH =4 
5x +2t=1 5x +2t=1 
z+t2x— y— t=4 Zz+t2x— y- t= 4 
E E E A 
xtoytçt=1 Xx+sytot= 1 
= 14 14, _ 
4x — 2y — 2t =4 -7Y -7t 0 
5x + 2t =1 — y+ t=-4 
z+2x-y-t=4 z+2x—-y— t=4 
5Sx+ty+t=5 5Sx+y+ t=5 
y+t=0 y+ t=0 
y-t=4 — UM =4 


Observe o leitor que (1, 2, 2, — 2) éa única solução de S, pois é a única solução 
do sistema escalonado. 


4. DISCUSSÃO E RESOLUÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Discutir um sistema linear S significa efetuar um estudo de S visando a 
classificá-lo segundo a definição 3. Resolver um sistema linear significa determinar 
todas as suas soluções. O conjunto dessas soluções recebe o nome de conjunto 
solução do sistema. 


Seja S um sistema linear de m equações com n incógnitas. Procedendo ao 
escalonamento de S chegaremos a uma das três seguintes situações: 


(I) No processo de escalonamento, numa certa etapa, obtém-se um sistema: 


Ss: Ox; +... +0Oxp = i (8; 0) 


cacos san aos oo os aa sa a a 0 0d 


Como S' é incompatível, então o mesmo se pode dizer de S. (Ver exemplo 
no parágrafo 2). 
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(II) Obtém-se um sistema escalonado do seguinte tipo: 


Xi + Q12X2 En z QinXn = Bi 


Neste caso S' poderá ser transformado, por equivalência, no seguinte sistema 


X1 =Y% 
X2 = Ya 
Xn = Yn 
Logo S é compatível determinado e (y1, Y2, ..., Yn) é a sua solução. 


Exemplo — Discutir e resolver o seguinte sistema: 
x-y+ z=1 
S:4 2x + y + 22=0 
3x —- y + z=1 


x— y+ z= 1 x— ytz= 1 
S~ 3y = -2 ~ y-z=-—ł 
2y — 2z = —2 3y =_2 
x-y+ z= 1 x-y+tz= 1 
a y- z=-1 ~ y-z=-—l1 
3z= 1 m Es 
l 3 

4 
x-y = = x = 0 
És So aço, TUR -.2 
y Rs Si y NEI 
Z = Es 2 = 1 
3 3 


* Somamos a terceira equação à segunda. 
** Somamos a segunda equação à primeira. 


Logo o sistema é compatível determinado e (o. — Š ; 1) é a sua solução. 
Observação: Depois de conseguir o escalonamento poderíamos ter achado a 
solução do sistema por substituição do seguinte modo: 


El x TAE E R RPE RR 
Como z=-7ey-Z= 1, então y = q =-1.Dafy=7—1=—5. 
Agora, se na primeira equação do sistema substituirmos y por -5 e z por a 


acharemos x = 0. 


(II) Obtém-se um sistema escalonado do tipo abaixo: 


Xa +... + Oro +... + Orgs Po H CarpXro o. + QunXn = By 


Xey +... + OargXrg F... + Gorro o... + GonXn = fo 


ecana nc oo nan nano on o a aa 0 0 0 2 4 


onde p <n. 

É fácil então ir eliminando, por meio de operações elementares, o termo 
em Xr, na primeira equação, os termos em Xr, da primeira e segunda equações, 
+++» OS termos em Xrp da primeira à (p — 1)-ésima equação. Por exemplo, multi- 
plicando a segunda equação por (— ayr,) e somando o resultado com a primeira 
eliminando o termo Qir, Xr,- 


Feito isto, passamos para o segundo membro de cada equação todas as 
parcelas, exceção feita à primeira. Teremos então algo como: 


x =f 

Xr =f 

Xrp = fp 
onde cada fj é uma expressão linear nas variáveis x; com j £ 1,j%12,...,] É Ip. 
A cada sequência de valores que dermos então a estas n — p variáveis (variáveis 
livres) obteremos valores para X1, Xr -+> Xrp € consequentemente uma solução 


do. sistema. Como p < n, teremos mais do que uma solução (infinitas na verdade) 
e o sistema é indeterminado neste caso. 
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Exemplo — Discutir e resolver o sistema: 


x-2y-— z=1 
S: 2x+ y- 3z=0 
x — Ty =3 
x- 2y-z= | x—-2y-z= 1 
S~ Sy—-2=—2 ~ Sy — z = —2 
— ïy +z= 2 = 0 
i To 4 
x-2y-— z= 1 x -5777 F 
L- 2 Ani R 
yegan LERTE 
Daí tiramos: i 
1 7 
x= zt 
E S 
ys- tz? 


Logo, [(-5 + Ja, -2 + az, z): 2E R}é ò conjunto de todas as soluções 
2 


de S (conjunto solução de S). Dizemos também que fz + Ja, =r + Lz z) „com 


z € IR, é a solução geral do sistema linear S. 


RESUMO DA DISCUSSÃO 
A discussão feita acima pode ser resumida do seguinte modo: 


Suponhamos que um sistema tenha sido escalonado e, retiradas as equações 
do tipo 0 = 0, restam p equações com n incógnitas. 


(I) Se a última das equações restantes é 
0x +... + Oxn = fp (bp #0) 
então o sistema é incompatível; 
Caso contrário, sobram duas alternativas: 
(ID Se p= n o sistema é compativel determinado; 


(HI) Se p <n, então o sistema é compatível indeterminado. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 4. Resolver por escalonamento: 


1. Resolver por escalonamento: 


x+ y+ z= 2 
5x — 2y +2z= 2 a x- y- z=—3 
S: 3x + y+4z= -1 2x+ y+2z= 1 
4x — 3y +. z= 3 3x + 2y + 3z= 3 
Solução Solução 
y + 3x+ 4z =- y+ 3x+ 472=-1 x+ y+ z=2 
S~ <4 -2y + 5x+2z= 2 ~ lix + 10z= 0 ~ E — 2y- Q2=-5 
-3y +4x+ z= 3 13x + 13z= 0 soy =-3 
- y = 3 
y+ 3x+ 4z=-1 y + 3x+4z= -i1 
z 1 1 
= 11x + 102z= 0 ~ x+ z= 0 Daíi:y = 3,z=-7exX= 7 
x+ z= 0 - z= 0 j A 1 1 a 
Resposta: O sistema é compatível determinado, sendo ( -5> 3,— 3) sua única solução. 
De z = 0, tiramos x = O e daí teremos y = —1. 


Resposta: (0, — 1, 0) é a única solução; o sistema é compatível determinado. 5. Resolver por escalonamento: 


2. Resolver por escalonamento: 


3x + 3y - 2z — t= 2 
r x+y+z+3t=1 S: 5x + 2y + z= 2ta 1 
“da+ry-z+2=0 2x = y+3z- t=-1 
Solução Solução 
t=1 = —2 + 5z — 
R a y = t+3x+3y-22z= 2 
22+ t=1 t= 1-2z S-4-2+5x+2y+ z= 1 ~ ; 
Resposta: ((-2 + 52 — y,y,Zz, 1 — 27) |y,z € IR} é o conjunto solução do sistema. O | — t+2x- y+32=-1 
sistema é compatível indeterminado, pois tem infinitas soluções. 
t — 3x — 3y + 2z=-2 
3. Resolver por escalonamento: Fij ~ — x- dy +Sz=-3 ~ t-3x — 3y +22=—2 
. à x +4y —-5z2z= 3 
x+ty+z=1 — x — 4y + 52= -3 
Sl x-y-z=2 ii Daí: x=-4y+52+3 e t= -9y +13z+7 
= 1 
Zx+y+2=3 | Resposta: ((-4y +52 + 3, y, z, —9y + 13z + 7) | y, z € R} éo conjunto das soluções e 
Solução portanto o sistema é compatível indeterminado. 
x+ y+ z=1 x+ y+ z= 1 x+y+2= 1 6. Resolver o sistema homogêneo por escalonamento: 
~ Es: E = ~ = — em, = -l 
s 2y - 2z = 1 y+ 2 1 p Wez x — 2y —3z= 0 
— y- z=1 2y + 2z=-1 0= 1 


il 


S: x+4y- z 


H 


Resposta: O sistema é incompatível, por causa da igualdade 0 = 1. 2x — y+ 2 
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Solução f 9. Resolver o sistema: 


x? + y? = 34 
x—2y-3z=0 S: -x2 + y2 =16 
S~ 6y + 2z = ~ ' 
3y + 7z=0 Solução: Este sistema não é linear, pois x e y aparecem em segundo grau. Mas podemos intro- 
; =34 
1 aT ETa) ayd E a " u+y=3 é 
tay 3a s0 regy san að duzir as variáveis u = x4 e v = y4 tomando-se então o sistema S em a ivei6 cuja 
1 solução (única) éu = 9,v = 25. Dafobtemosx? = 9ey? = 25, ouseja,x = + 3ey = + 5. 
y+32= 0 - y +37 0 Há portanto 4 soluções para o sistema S: (3, 5), (3, — 5), (— 3, 5) e (— 3, — 5). 
3y + 7z =0 6z =0 


Daí: x=0,y=0€ez=0. 


O sistema admite somente a solução trivial (0, 0, 0), sendo portanto determinado. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


. Resolver o sistema homogêneo por escalonamento: 


1. Resolver os sistemas abaixo: a 
x+ty+ z+t=0 
x+ y+ z=1 x+ y+z= |l 
S: +y—2z+t=0 
x+y Z aix- y+2z=2 bix— y+z= -2 
2x+y+2z-t=0 
, id x+ 6 +3z=3 2y = -3 
Solução , 
2. Determinar os valores de a e b que tornam o sistema 
x+y+ z+ t=0 x+y+z+ t=0 : 
3x — Ty =a 
S~ — 3z =0 — y +31=0 ~ i 
i x+ y=b 
—y — 3t=0 Zz = 0 
5x + 3y =5Sa+2b 
Xx+y+ t=0 x — 2t=0 x+2y= a+ b-1 
y +3t=0 ~ y +3t=0 f compatível e determinado. Em seguida resolver o sistema. 
Z =0 z =0 


3. Discutir os seguintes sistemas lineares (em função de a): 


O conjunto {(2t, — 3t, 0, t) It € IR} éo conjunto solução; o sistema linear é compatível inde- Ear S E 
terminado. Observe que o valor da incógnita z é determinado, isto é, não depende de t. 
G ax+y-z=2-a e 3x- y= -2 . 
. Determinar o valor de a para que o sistema linear S admita uma única solução e determiná-la: 
x+ay-z= -a x+y=0 
x+ y=1 . 
S:< 2x + y=2 4. Determinar os valores de m para os quais o sistema é determinado: 
3y=a x+ 2y- 22 — t= 1 
Solução 2x 2y 2z 3t 1 
2x -2y-— z- St= 9 
x+ y=1 x+y=1 
3x — y+ z-m= 0 
S~ — y=0 ~ y=0 
3y =a 0=a 5. Resolver os sistemas homogêneos abaixo: 
E 1 
xřy=l 3-y+ 2z- t=0 
Daí, necessariamente a = 0 e o sistema S é equivalente a | o x+tytz+w-t=0 
y= a) {3x + y+ 32+ t=0 b) J 
, ai fp sa Xx=-y-z+ 2w-t=0 
Resposta: a = 0 e ta, 0)} é a solução única de S. ; x-y-2z-8t=0 y 


X 


15 


3x + 2y - 122 =0 
d4 x- y+ z=0 
2x — 3y + Sz2=0 


) 4x +3y- z+t=0 
c 
x- y+2z2-t=0 


6. Mostrar que um sistema linear homogêneo de m equações en incógnitas é compatível indeter- 
minado sen > m. 


5. MATRIZES 


Definição 5 — Sejam m = 1 en > 1 dois números inteiros. Uma matriz 
m X n real é uma dupla sequência de números reais, distribuídos em m linhas e 
n colunas, formando uma tabela que se indica do seguinte modo: 


au diz din 
a21 a22 an 
amı aäm2 amn 


Abreviadamente esta matriz pode ser expressa por (aij)ı<i<m ou apenas 
iI<Xj<«n 
(ajj), se não houver possibilidade de confusão quanto à variação dos índices. 
Cada número que compõe uma matriz chama-se termo dessa matriz. Dada a 
matriz (a;j)i< i< m, 20 símbolo aj; que representa indistintamente todos os seus 
I<j<n 
termos daremos o nome de termo geral dessa matriz. 


Notações — Indicaremos por Mm xn (IR) o conjunto das matrizes reais m x n. 
Se m = n, ao invés de Mp xn (IR), usa-se a notação Mp (IR). Cada matriz de Mp (IR) 
chama-se matriz quadrada de ordem n. Em contraposição, quando m * n, uma ma- 
triz m X nse diz uma matriz retangular. Uma matriz 1 x 1 (a;,) se identifica com o 
número real ay;. 

Cada matriz costuma ser denotada por uma letra maiúscula do nosso alfa- 
beto. 


16 


Exemplo — A matriz 


1 0 
A=| 1 -3 
0 4 


é uma matriz real 3 X 2. Logo A E M3x2 (R). 


LINHAS E COLUNAS 


Dada uma matriz: 


an dm din 
a21 a2 azn 
A= 
ami âm2 amn 
as m seqüências horizontais 
(m) — 
AD = (an, an, <--> am) -.-, À E (ami, 3m2» -+> amn) 


são chamadas linhas da matriz A, enquanto que as n seqüências verticais 


am àim 

azı azn 
Ag) = : 5.0.» Am) F 

am amn 


são as colunas de A. É de se notar que cada ADEM,yn(R)e cada Ag) E Mm xi(IR). 
Exemplo — Na matriz 2 X 3 


1 0 1 


Deo gue 


as linhas são (1, 0, 1) e (0, 6, —5) ao passo que as colunas são 


1 0 1 
; e 
0 6 —5 


17 


IGUALDADE DE MATRIZES | 


Consideremos duas matrizes reais m X n: A = (aj) e B = (b;;). Dizemos 
que A = B se, e somente se, 


aj = bj G= 1,2,..., m; j= 1,2,..., n). 
Exemplos 
1) 


E se É 
O = 
N 
O = 
Wii 
| 
PET 
+ < 
| 
= N 
O N 
DE 4d 
V 


Nex K 
il 


N 

~ 

AAEN 
D =e 
. © 
A e 

Da e 
+ 


w 
Næ 
AE TE 
mi p 
Ww N 
vU A 
Dá 
+ 
= 
O U N -A e N 
ow $ 


6. OPERAÇÕES COM MATRIZES 


(a) ADIÇÃO 


Sejam A = (aj) e B = (bij) matrizes m X n. Indicamos por A + B e cha- 
mamos soma de A com B a matriz m X n cujo termo geral é ajj + bij, ou seja 


am + bii an +ba ... âm + bin 
àm + bm ama + bmz ... amn + bmn 


A operação que transforma cada par (A, B) de matrizes do mesmo tipo na ma- 
triz A + B chama-se adição de matrizes. É uma operação no conjunto Mm xn (IR). 


121 à 0 1-2 Es 
= = e = , enta 
Exemplo — Se A od 2 4 9 
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è : i PEPEES IEEE BE ap EEIE EE 
RA ESSE a 
Ai E À 


Para a adição de matrizes acima definida valem as seguintes propriedades: 
ŒM A + (B +C)= (A +B)+C, YA, B, C E Mmxn(R) (associativa); 
(D A+B=B +A, VA, BE Mmxn(R) (comutativa); 


(UD Existe uma matriz O E Mm xn (R) tal que A + O = A, YA EMmxn (R) 
(existe elemento neutro); 


IV) Dada uma matriz A E Mmxn (R), existe uma matriz (— A), também 
m X n, tal que A + (—A) = O (existe a oposta de qualquer matriz). 
A verificação da propriedade associativa se faz assim: 
Se A = (aij), B = (bj) e C = (cj), então 
x 
(A + B) + C = (aij + bij) + (cij) = ((aij + bij) + cij) = 
= (aij + (bij + cj) = (aj) + (bij + cij) = A + (B + C). 
Quanto à (HI) é fácil ver que: l 


vc racao 0. 


Esta matriz chama-se matriz nula m X n. 


Por último, se A = (aj), é evidente que (— A) = (— a;j). Por exemplo, se 


( l1 a o) e —a 2 
A = então — A = à 
—2 1 0 2 -1 0 


(b) MULTIPLICAÇÃO DE UMA MATRIZ POR UM NÚMERO 


Dada uma matriz real A = (aij) mx n,e dado um número real a, o produto 
de a por A é a matriz real m x n dada por: 


(=) 


Usamos nesta passagem a propriedade associativa da adição de números reais. 


19 


Para essa operação que transforma cada par (a, A) de R X Mmxn (IR) na 
matriz real «A E Mmxn (IR), valem as seguintes propriedades: 


(1) (aBJA = a(BA); 

AD («+ BA = aA + BA; 
(IN) a(A + B) = aA + aB; 
(IV) 1A = A; 


quaisquer que sejam as matrizes A e B e quaisquer que sejam os números reais 
a e$. 


Provemos (II). 

Suponhamos A = (aj). Então: 
(e + p) - A = ((@ +p) » aj) = (@ - aj +B + aj) = 
= (a » ajj) + (8 » aj) = QA + BA. 


1 2 1 2o42 
Exemplo — Sea=2 e A=| 0 1 2 ),entãoaA=| 0 2 4 
O 0 4 0 0 8 


(c) MULTIPLICAÇÃO DE MATRIZES 


Consideremos a matriz A = (a;j) de tipo mx nea matriz B = (bj) de tipo 
n x p. Oproduto A - B (também indicado por AB)é é amatrizm x p cujo termo geral é 
dado por: 


* 


n 
Cik = >, aij + bjk = ais P 


Usando a notação de matriz linha e a de matriz coluna a definição acima significa 


que 
AD . Ba) A . By) 
AC. Ba AO .B 
AB= (1) (p) 
AUD. Ba) AWD). Bo) 


(*)0 símbolo E é uma letra do alfabeto grego, correspondente ao nosso S. 
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Nas condições acima, a operação que transforma cada par de matrizes (A, B) 
na matriz AB chama-se multiplicação de matrizes. 


Aif 
atl Ate 3:4 5 

2 1º0 aL 
Exemplo — Sejam A = ou eB=|0 00 
01 


Então: 

0:3+1.0+2.1 0.44+1.04+2.0 0-5+1-0+2-.1 
“ [6 810 
Da Ddr 


Proposição 2 — Sejam A = (a), B = (bjx) e C = (ckr) matrizes reais m X n, 
nX pepX q, respectivamente. Então A(BC) = (AB)C. 


AB 2:3+1-.04+0.1 2.4+1.0+0.0 E 


Demonstração — O termo geral de A(BC) é dado por: 


n P 
> aij [> o (1) 
j=1 


ao passo que o termo geral de (AB)C é dado por: 


2 e 7 da) ck 2) 


J=1 


As propriedades da adição e da multiplicação de números reais nos ensinam, 
contudo, que (1) = (2). Então a proposição está demonstrada. m 


Proposição 3 — Sejam A, B e C matrizes reais m X n, n X pen X p, respec- 
tivamente. Então A(B + C) = AB + AC. 


Demonstração — Usa-se o mesmo tipo de raciocínio da demonstração an- 
terior. Fica como exercício. m 


Nota: Analogamente, se A e B são matrizes m X n eC én X p, então 
(A + B)C = AC + BC. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Sejam: 
210 0 0 2 3 2 0 


1 2 1 6 4 2 0 1 0 


matrizes de Maya (R). Calcular 3(A — B) + C. 


Solução 
1 3 
3(A -5 B) + C=3A -5B +C= 
6 3 0 0 0 3 320 9 5 -3 
= p + ps 
3 6 3 9 6 3 010 -6 t 0 


2. Determinar a matriz X € Mzx3 (IR) tal que 3a + A) = 3(X + (B-A)) — C, sendo 
A, B e C as matrizes do exercício 1. 
Solução 
La +A = 3X +B- A) -C> X +A = 6X + B ~ A)) -2C >>> 
==> X + A =6X + 6B — 6A — 2C ===> 5X = 7A — 6B + 2C ==> x=4 0A- 


— 6B + 2C). Logo 


1ıf/14 7 0 o 012 6 40 
X= — + = 
7 14 7 36 24 12 020 
¿u 12 
1/20 u -12 zo ooy 
CA = -8 -5s) (dd -8 1 
5 5 


3. Dadas as matrizes reais, 1 X 3, A=(1 0 0),B=(0 1 0€eC=(0 O 1), deter» 
minar as matrizes X, Y e Z de Mix3 (R) tais que: 


2X = Y+Z=A 
S:4 X-2Y+Z=B 
3X + Y-Z=€ 


Solução 
X-2Y+Z=B X-2Y + Z=B 
S-3 2X +Z=A ~ 3Y- Z=A-2B ~ 
l -Z=C TY —4Z =C -— 3B 
22 


mt a tm ia O iii ie iai NS 


X+ Z-2Y=B X+Z-2Y=B 
E — ZL+3Y=A-2B- —Z+43Y=A-2B 
—-4Z +7Y=C -3B — 5Y = -4A + 5B +C. 


ESPAD do d, i {4 1 
Daí: Y = 7 4A -5B -O = (4 00-0 s 0-0 0 D=(4 ı -4). 


Analogamente, x=(4 0 1) e z=(4 —3 -4) 


2al 
A=[ 1 0 B = 
01 
Solução 4 q 
2:1+1.0 2.0+1.1 2.1+1-1 2 1 3 
AB=[ 1-1+0-0 1.0+0-1 1.1+0.1 |=[1 0/1 
0-1+1.0 0.0+1.1 0.1+1.1 0 1 1 
Analogamente: 
22 
BA = 
1 1 


(3, ada uma matriz A = (aj) E€ Mmxn(R) denomina-se transposta de A e indica-se por 
Ata seguinte matriz n X m: At = (bj), onde bji = aij G6=1,...,m;j=1,..., n). 
Valem as seguintes relações: 

a) (A+B) = At + Bt; 

b) (val = «At, onde «€ R; 
o (bts A; 

d) (AB) = BtAt; 


desde que as operações aí indicadas estejam definidas. Provemos (IV) já que as três pri- 
meiras são imediatas. 


Solução 
Sejam A = (aij), At = (bj), B = (cjk) e B = (dp. 
Então bj; = aij e dy; = cj. Supondo AB = (rjk) é Blat = (ski), temos: 


n 


n n 
fik = 2 aijcjk = ba bjidkj = ba dkjbji = Ski 
j=1 j=1 j=1 


o que mostra que de fato (AB)! = BtAt. 


23 


6. Para cada número real « consideremos a matriz: x y , 
Logo X = onde x e y são números quaisquer. 
cosa —sena Š 0 x-y 
To = : 
sena cosa 9. Dada a matriz 
2 1 
a) Mostrar que TaTg = Ta +g; b) Calcular T 5. A= 
1 1 
Solução 
= A 1 0 
TaTg = Roso ES cosg —sen É = determinar uma matriz X € M, (IR) de maneira que AX = 1, = ( ) 3 
sen & cos « sen 8 cos f Solução ' 01 
cos (a + 8) —sen(a + 8) x y 2 1 x y 1 0 
= = To +g- Fazendo X = então = E Greer À 
sen (a + £) cos (a + £) Z-t 1 1 z t 0 1 
cos(-a) —sen(—a) cosa sen q t f 2x +z =1 
Desde = = T 
S sen (—&) cos (— a) -sena cosa 2x+z 2y+t 1 0 2y +t=0 
L = GE: 
. o ta, t t Xx+2z y+t 0 1 x +2Z =0 
Uma matriz quadrada A se diz simétrica se A = A e antisimétrica se A = —A. e 
y ÞES 


a) Mostrar que a soma de duas matrizes simétricas é também simétrica. Mostre que o 


À ro Agi Resolvamos o sistema obtido por escalonamento: 
mesmo vale para matrizes anti-simétricas. 


x +z =0 x +z =0 xX +z =0 

E y +t=1 y +t=1 y +t=1 

2x +z =1 -z =1 2y +t=0 
0 


2y +t=0 


b) O produto de duas matrizes simétricas de ordem n é uma matriz simétrica? 
Solução 
a) Sejam A e B as matrizes. Então (A + Bt = AÍ + Bt =A +B. Logo A + B é simé 


trica. Analogamente, se A e B são anti-simétricas, (A + BJ! = At + Bt = — A + (—B) = 
= — (A + B). 


x +z = 0 = = 
b) (AB) = BtAt = BA, se Ac B são simétricas. Como em geral AB + BA, então nem sem- A na 0 xX 1 
pre o produto de duas matrizes simétricas é uma matriz simétrica. Por exemplo: s y Pts do, y +t= 1l y Za 
-t= >= Z N = — 
1 2\/0 3 6 5 6 0 £ 
= + ii A = 1 t= 2 t= 2 
20/03 1 0 6 5 6 Togo: 
1 -1 
8. Determinar todas as matrizes que comutam com a matriz X = 
—1 2 
1 1 
A= 
o 0 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Pa 


ou seja, todas as matrizes X de tipo 2 X 2 tais que AX = XA. z 
. Considere as seguintes matrizes de M3 (R): 


Solução 
1 0 0 4 0 
x y 
Suponhamos X = . Então: A=| 0 2 0 fe B=|0 2 
Zz t 
0 0 4 0 01 
X+Z=X f , EA 
1 1 x y x y 1 1 Mostre que AB = BA. Pode-se concluir daí que é válida a propriedade comutativa da 
AX = XA <DD> , = <=> y+tt=x multiplicação em M3 (R)? 
0 0 z t Zz t 0 0 isy 


Explique bem sua resposta, 
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(2. Jse A, Be Mn (R) e se AB = BA, prove que: 
a) (A —- B)? = A? — 2AB + B?; 
b) (A — BXA + B) = A? — B?; 
c) (A — B)(A? + AB +B?) = AÌ — B?. 
3. Sendo A e B as matrizes do exercício proposto 1, determine matrizes X, Y € M3 (R) de 
maneira que: 


2X-Y=A+B 
X+Y=A-B 


4. O produto de duas matrizes anti-simétricas de mesma ordem é uma matriz anti-simétrica? 
Justifique sua resposta. 


5. Determinar uma matriz A € M3 (R) tal que A + 0 e A? = AA = 0 (matriz nula). 


6. Efetue os produtos AB e BA onde 


2. 
A=ļį 1 e B=(1 2 1) 
1 
7. Mostrar que se: 
25 3 
A= , 
1 4 


então A? — 6A + SL = 0 (matriz nula). 


8. Mostrar que as matrizes 


onde y é um número real não nulo, verificam a equação X? = 2X. 


9. Determinar todas as matrizes quadradas de ordem 3 que comutam com a matriz: 


a 1 0 
O a 1 
0 0 a 


onde a é um número real. 
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va 


10. Se A e B são matrizes reais de ordem 2 que comutam com a matriz 


mostre que AB = BA. 


11. Seja B uma matriz real 2 X 2 que comuta com a matriz 


Mostre que existem números reais a e b tais que: 


B=aA + bh. 


12. Se A, B € Mn (R) são tais que AB = O (matriz nula), pode-se concluir que BA também é 
a matriz nula? Prove ou contra-exemplifique. 


7. MATRIZES INVERSÍVEIS 


Consideraremos neste parágrafo apenas matrizes quadradas de ordem n. 
Neste caso a multiplicação transforma cada par de matrizes de ordem n numa 
outra matriz, também de ordem n. E além das propriedades dadas pelas propo- 
sições 2 e 3 acima (associativa e distributiva em relação à adição) a multiplicação, 
neste caso, goza da propriedade de admitir elemento neutro que é a matriz 


10 0 
m=[01 o 
o o0 1 


e que evidentemente verifica as condições 
Alh = hA = A, 
para toda matriz A de ordem n. A matriz Iņ chama-se matriz identidade de ordem n. 


Definição 6 — Uma matriz A de ordem n se diz inversível se, e somente se, 
existe uma matriz B, também de ordem n, de modo que: 


AB = BA = 1, 


Esta matriz B, caso exista, é única e chama-se inversa de A, indica-se por A. 
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Exemplos 
1) A matriz 


então 


10 
AB = BA = =L. 
01 


Logo adiante ensinaremos um algorítmo (processo) para determinar a inversa 
de uma matriz, caso esta inversa exista. 


2) Se uma linha (ou coluna) de uma matriz A é nula, então A não é inver- 
sível. Suponhamos a linha i-ésima de A nula, isto é, AD = (0, 0,..., 0). Dada 
então uma matriz X qualquer de ordem n, como 


(AMD = ax =(0 0 .. © 
(ver definição de produto), então 


AX=[ 0 0 ... O |Æ Í, para toda matriz X. 


3) Se A e B são matrizes de ordem n, ambas inversíveis, então AB também 
é inversível e (AB)! = BL. A, 


De fato 
(AB) - (BI.LAD=AB-BI).AI=A.-AI=A AL, 
e analogamente (B7? . A`!) . (AB) = kh. 


4) Se A é inversível, então A”! também o é e vale a seguinte igualdade: 


(ASIA = A. 
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DETERMINAÇÃO DA INVERSA 


Daremos aqui um algoritmo (= método) para determinar a inversa de uma 
matriz A, caso À seja inversível. Contudo a demonstração do teorema em que se 
baseia esse método somente será feita no Apêndice I, ao fim do capítulo. 


Definição 7 — Dada uma matriz A entendemos por operações elementares) 
com as linhas de A, uma qualquer das seguintes alternativas: 


(ID) Permutar duas linhas de A; 
(ID) Multiplicar uma linha de A por um número =+ 0. 


(III) Somar a uma linha de A uma outra linha de A multiplicada por um 
número. 


Se uma matriz B puder ser obtida de A através de um número finito dessas 
operações, diz-se que B é equivalente a A e escreve-se B ~ A. Para esta relação 
valem as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva. 


Teorema — Uma matriz A é inversível se, e somente se, In ~ A. Neste caso, 
a mesma sucessão de operações elementares que transformam A em I, transformam 
In em A, 


Demonstração 
Está feita no apêndice 1, ao fim do capítulo, 
Exemplos 


1) Verificar se a matriz 


1 1 0 
A=| 0 1 1 
1 0 2 


é inversível e determinar A”!, caso esta matriz exista. 


Devemos orientar nosso trabalho no sentido de transformar (se possível) a 
matriz A na matriz I}. Como essa mesma sucessão de operações levará l} em 
A`}, então convém reunir A e I} numa mesma matriz e operar a partir daí. 


L, /1 1 0/1 0 0 Lı 1 10: 100 
LIo 1 11/01 0|-L O 1 1:0 1 0]- 
ND 0 2:0 0 1 Li=L,-LÃO-1 211 01 
(8) 


Tal como para sistemas lineares, ver $ 2. 
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L; 110100 L, 110 100 
L] l] 
L o11wo1oj- k 01x010 
1 n | 
"Zg +L a m do Dl do 1 
Lo'=L +LikOo 0 3-1 1 1/ L OO Lis 
L; 11011 Ò 0 
1 
' RR: PS 1 
o = a m 1 ss Rs e AS 
Fa sediar, |O no 3 3 31 
Edo 1 1 
m 1 
Ls Di a a 
LOL! 1+2 =2 1 
L =L-L 1 0 2 3 3 3 
, LA 2 = 
La ERG a 
m ei do do 
Ls ge 0 Li 3 3 3 
Logo a matriz A é inversível e 
a AR 
A ; 3 dos. 1 
-1 — i ção reed ah 
A 3 3/3 =3 1 2-1 
ES -1 l 1 
3 3- 3 
2) Vejamos o mesmo problema com a matriz 
1 2 6 
A=|0 1/5 
2 3 7 
126100 12 6100 
01 510 1 ol-lo0 1 51 o 1 0]- 
2 3077001 0-1-5;-2 0 1 
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Como a matriz A é equivalente à matriz 
12 6 
015 
000 


que não é inversível (tem uma linha nula) então A também não é inversível. 


8. SISTEMAS DE CRAMER 


Seja 


rasas o no o O O ua na 0 0 0 0 


um sistema linear de m equações com n incógnitas sobre RR. Se formarmos as 
matrizes: 


a11 - ĉin Xı b; 

a21 . &Qn X2 bz 
A= , X= e B= 

amı --- âmn Xn bm 


de tipos mxn, nx1 e mx], respectivamente, então S poderá ser escrito sob 
a forma matricial 

AX =B 
onde A recebe o nome de matriz dos coeficientes de S. 


Um sistema de Cramer é um sistema linear de n equações com n incógnitas 
cuja matriz dos coeficientes é inversível. Se AX = B é um sistema de Cramer, 
como 


AX = B <——> A (AX) = A !B < > X=AIÍB, 


z 


então esse sistema é compatível determinado e sua única solução é dada por 
A`!B. Em particular um sistema quadrado e homogêneo cuja matriz dos coefl- 
cientes é inversível só admite a solução trivial. 
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Exemplo — A matriz dos coeficientes do sistema 


x+y =1 
y+ z=1 
x + 22=0 
é a matriz: 
1 1 0 
A=/0 1 1 
1 0 2 


É == RE E 
3 3 3 
wap E Se 
A = 3 3 3 
si ok L 
3 3 3 
Logo: 
x 1 0 
X= y =AL. = 1 
Z (0) 0 


e a solução do sistema é (0, 1, 0). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Verificar se a matriz A abaixo é inversível e, se o for, determinar sua inversa: 


121 
A=10 1 2 
1 1 1 


Solução 


Utilizaremos o processo explicado no §.7. 
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- N e 


(æ 


o me 
o 


Logo A é inversível e 


O fato de a matriz: 


122 
0 1 2 
o 0 0 


que é equivalente a A, ter uma linha nula, basta para concluir que A não é inversível. 


3. Mostrar que a matriz A abaixo é inversível e determinar sua inversa: 


To S 
O LR | 
3-1 1 
Solução 
RR 0 1 1-1, 1 0 
l 
21 11 ol-loc- 1-2 1 oj~ 
ep da 0 0-4 4:1-3 0 1 
1 1—-1!'1 0 0 1 1—1! 1 0 0 
{o 1 -312-1 fo 1-3: 2-1 ds 
i Eoso goi 
O 0 -8 i 5-4 1 0 0 iiSi 3-5 
| 17 1 3 
1 1-1; 1. 0 0 E a E 
Vi 1 3 1 1 3|, 
E RA a e A A aE 
Vs 11 Ss 14 
dos Em h M ae e Ei 
o 0o dias Ses 0 0 -5 2-8 
t 41 1 
[= S 
100g O A 
© 1 1 3 
ISA tras 
1 
= E S 
~oo ti-g 23 
A inversa de A é portanto a matriz: 
1 1 
ETS 2 0 2 
4 1 1 34.1 E 
a O Ra] Pts 
5 1 1 -5 4-1 
“8 2 8 


4. Uma matriz quadrada A se diz ortogonal se A é inversível e AT = At, 
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a) Determinar se possível x e y em IR a fim de que a matriz 


seja ortogonal. 


b) Provar que o produto de duas matrizes ortogonais é ortogonal. 


Solução 
a [2 x 2 y 1 0 
. = <=> 
y 2 x 2 o 17: 
2+x? V2y + 2x 1 0 
VŽy + V2x y? +2 01 
x? +2=1 Ż =- 
<—> { y? +2=1 <—> ly =- 
x +y=0 x+y= 0 
Portanto o problema em M3 (R) não admite soluções pois as equações x2=-le y? =—1 


não têm solução em RR. 


b) Sejam A e B matrizes ortogonais de ordem n. Sendo A e B inversíveis, então já vimos 
que AB também é inversível e que (AB)! = B-lAcl, Daí 


(AB)! = B-iA-I = Blat = (AB) 


« Determinar a € IR a fim de que a matriz real 


1 1 1 
A= 2 12 
1 2 a 
seja inversível em Ma (IR). 
Solução 
1 1 1 1 1 1 i 1 1 
2 2 a O —1 0 ne, 0 -1 0 Ee 
1 2 a 0 1a-1 0 0 a-l 
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0 sea - 140. 
0 0 a-i 0 0 i 


? 
o 
o 
o 


Logo A é inversível para a + 1. Sea = 1, então a matriz A é equivalente a uma matriz 
com uma linha nula e portanto não é inversível. 


6. Resolver o seguinte sistema linear: 


x+2y+ z= 1 
y+2z=-4 
x+ y+ z= 2 
Solução 
Façamos 
1 2 1 x 1 
A=[0 1 2f, X=|y}e B=[-4 
1 1 1 Z 2 


Então o sistema fica AX = B. Já vimos no exercício resolvido nº 1, que a matriz A é 
inversível e 


do 1 3 
-7 7 2 
Al = 1 0 -1 
1 1 1 
2 2 3 


À 1 23 
Fo Sao a 1 
x=AÍB= 1 0 -1 -4 |= 
1 à 1 2 
2 2-2 
dad 6. 2 
ni A 2 2 
= 1+0+4C-D))=h- 
1 4 2 3 
Rr e ES 


A segiiência ( E ,—1, -5) é a solução do sistema. 
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7. Resolver o seguinte sistema de Cramer: 


x+y —-z=0 


2x +y+z 


HI 
= 


3x — y +z 
Solução 


A matriz dos coeficientes do sistema é: 


1 1-1 
A=] 2 1 1 
3 -1 1 


que é inversível conforme já vimos (exercício resolvido 3) e sua inversa é a matriz: 


1 1 
4 
de 1 3 
8 278 
S 1l 
8 278 
Logo: 
1 de 1 
x goeg 0 4 
-| 141 1 3 da 
dO la No ARS nie O E RO e rs 
Z 5 1 _ 1f M 3 
8 2 8 8 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Seja, A uma matriz quadrada inversível. Mostre que A`! também é inversível e que 
(ADO = A. 


2. Mostrar que a matriz real 


é inversível Ya, b, c E R e que: 


A=] -a 


ac-b -c 1 
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3. Verificar quais das seguintes matrizes são inversíveis e determinar as inversas respectivas: 


00 1 1 
101 
12 1001 
z ,B=(1 1 0ļecs= 
KEN e i i 1 1-1 
f 021 
0203 


o ofii: z= 
X+y = y+22=0 


x-y+z+ t=0 

Xx+y-z+ t=1 
c) 

-x+y+z- t=0 

2x -y-z+3t=1 


5. Determinar m € IR de modo que o sistema abaixo seja de Cramer e, a seguir, resolvê-lo: 


x~- y+ 2=2 


1l 
= 


x + 2z 
x+2y+mz=0 


6. Sejam A, B e C matrizes reais de ordem n. Se A é inversível, prove que AB = AC ===> 
> B =C e que BA = CA >B=C. 


7. Se A, B e C são matrizes inversíveis de mesma ordem, determinar a matriz X de maneira 
que A(B-iX) = CIA. 


1 0 


8. Dada a matriz A T =i 


9. Determinar x, y e z de modo que a matriz 


1 0 0 
EINS 

E NA 

x y Z 


seja ortogonal. 


10. Existe alguma matriz inversível A tal que A? = 0 (matriz nula)? Justifique. 
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) eatcuar A? = AA, A? = AAA, ..., A” =A... A(n vezes). 


APÊNDICE I 


Matrizes Elementares 


Definição 8 — Uma matriz elementar de ordem n é uma matriz E obtida de 
In por meio de uma e uma só operação elementar. 


Exemplos 
1 0 0 1 0 0 
E =ù 0 2 0 e E =|3 1 0 
0 01 0 01 


são matrizes elementares. A primeira se obtém de I, multiplicando por 2 a segunda 


linha; a segunda se obtém de I} somando à segunda linha desta matriz a sua 
primeira linha multiplicada por 3. 


Proposição 4 — Seja E uma matriz elementar de ordem n. Se aplicarmos, 
então, em uma matriz A, também de ordem n, a mesma operação elementar que 
transformou Ip em E, obteremos a matriz EA. 


Demonstração 


Faremos a demonstração apenas para a operação elementar (III) ficando os 
dois casos restantes como exercício. 


Suponhamos que a linha j-ésima de E seja a soma da linha j-ésima de Ip com 
a linha i-ésima de I, multiplicada por «œ, enquanto que as demais linhas de E e de 
In coincidem, ou seja 


ED = O + 01 


EO = eE, 


Como (EA)® = EDA, para todo r entre 1 e n, então (EA)® = ED. A = 
= (LË + aa =D. Ata. A) = (AD +a AÈ = AD aA, 
o que vem provar que a linha j-ésima de EA é igual à linha j-ésima de A mais a 


linha iésima de A multiplicada por œ. Por um raciocínio análogo se prova que as 
demais linhas de EA coincidem com as respectivas de A. 


Logo, as mesmas operações que transformaram Ip em E irão transformar A 
em EA. m 
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Proposição 5 — Toda matriz elementar E é inversível. 


Demonstração 


Por hipótese obtém-se E de I„ por meio de uma certa operação elementar. 
Consideremos a operação elementar inversa que transforma E em Ip. Se aplicar- 
mos esta última em I„ obteremos uma matriz elementar E,. Devido à proposição 
anterior teremos E, * E = Ip, o que é suficiente para concluir que E é inversível e 
E, é a sua inversa (por quê?). m 


Exemplo — Consideremos a matriz elementar: 


1 0 0 
E=|3 1 0 
0O 01 


A operação elementar que transformou I; em E consiste em somar à segunda 
linha de I, o triplo da primeira linha. Então E será transformada em I} somando 
à sua segunda linha a primeira multiplicada por (— 3). Logo a matriz inversa de E, 
obtida efetuando em I, esta última operação elementar, é: 


Teorema — Uma matriz A de ordem n é inversível se, e somente se, In ~ A. 
Neste caso, a mesma sucessão de operações que transformam A em In, transforma 
In em AÍ, 

Demonstração 

(<=) Como cada operação elementar com A é o mesmo que multiplicar 
A (à esquerda) por uma matriz elementar, então existem matrizes elementares 
Ei, ..., E; de maneira que: 


E. Ee... Be AI. 


Logo 
A SB LB aci SER ln 


Como cada matriz do segundo membro é inversível, então A é inversível (um 
produto de matrizes inversíveis é inversível, conforme já vimos). Além disso, 
observando que: 


PP SEE sed = hn 


40 


segue que 
A! = E, E... Ec Th 
o que prova a última afirmação do teorema. 


( >) Observemos primeiro que se B ~ A, então A é inversível se, e 
somente se, B é inversível. Isto por que se B ~ A, então B = PA, onde P é uma 
matriz inversível (P é um produto de matrizes elementares). Nossa observação 
decorre então dessa igualdade. 


Façamos o escalonamento da matriz A por meio de operações elementares, 
isto é, façamos com que cada uma das suas linhas (a partir da segunda) tenha mais 
zeros iniciais do que a precedente. Como a última linha de A não é nula (pois A é 
inversível) obteremos: 


dj an din 
0 

ra a22 azn 
0 0 ann 


onde cada a; * O. Mas esta última matriz é equivalente à matriz Iņ. Logo In ~ A. m 


Nota final: Toda a teoria desenvolvida neste capítulo sobre sistemas lineares 
e matrizes seria feita da mesma maneira se substituíssemos o conjunto IR dos 
números reais pelo conjunto C dos números complexos. 
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CAPÍTULO 2 


Espaços Vetoriais 


1. INTRODUÇÃO 


Examinemos certos aspectos relacionados com dois conjuntos certamente 
já conhecidos do leitor. 


O primeiro é o conjunto V dos vetores da geometria, definidos através de 


segmentos orientados, e o outro é o conjunto Mmxn (IR) das matrizes reais m 
por n, onde m e n são números naturais dados (ambos maiores que zero). 


À primeira vista pode parecer que tais conjuntos nada têm em comum. Mas 
não é bem assim conforme mostraremos a seguir. 


No conjunto V está definida uma 
adição (adição de vetores), conforme figu- 
ra ao lado, adição essa dotada das pro- 
priedades comutativa, associativa, além da 
existência de elemento neutro (vetor nulo) 
e do oposto para cada vetor de V. 


O vetor nulo pode ser representado 
por qualquer ponto do espaço e o oposto 


-> % 
de ú se determina conforme a figura ao 
j — — 

lado. u 


PA : “q a z . 
Além disso podemos multiplicar um vetor U por um número real a e isso 
se faz conforme esquema abaixo: 


la < -—1) 


Es A o 
au | 


(0<a<71) 
ta >1) au 
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> > . 
Se a = 1, au = U e se & = 0, então au = 0. Em geral laù |= lalli |. Essa mul- 
tiplicação tem as seguintes propriedades já certamente vistas pelo leitor no seu 
curso de Cálculo Vetorial: 


(cpu = (fu) 
(a + B)ú = au + fù 
a(U +7) = aŭ +a 

iù = Ù 


« : > > 
para todos os números reais œ e 8 e vetores ù e V. 


No conjunto Mm x n (IR) também está definida uma adição, a adição de matri- 
zes estudada no capítulo 1. Conforme vimos nesse capítulo, essa adição é associa- 
tiva, comutativa, admite elemento neutro, que é a matriz nula 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


e toda matriz A de Mmxn (IR) tem uma oposta. 


Como vemos o comportamento de V e o de Mmxn (IR) quanto à adição é 
o mesmo. Mas não ficam aí as coincidências. 


„Pode-se também multiplicar uma matriz por um número real obtendo-se 
uma matriz da seguinte forma: 


dj dj +... dy adj Adm ... Qäin 

a21 a2 +... don Ad, Ada ... Qan 
Q = 

amı åm2 amn Qamı &Amz Q amn 


Essa multiplicação apresenta as mesmas propriedades que as destacadas para 
V, linhas acima. Ou seja, valem sempre as igualdades: 


(a BJA = a(ßA) 
(a + BA =aA + BA 
a(A + B) = «A + «B 

IA =A 
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Logo os conjuntos V e Mm x n (IR) apresentam uma coincidência estrutural no 
que se refere a um par importante de operações definidas sobre eles. Nada então 
mais lógico do que estudar simultaneamente V, Mm xn (IR) e todos os conjuntos 
que apresentem essa mesma “estrutura” anteriormente apontada. É isso o que co- 
meçaremos a fazer no parágrafo seguinte. 


2. ESPAÇOS VETORIAIS 


Vamos introduzir agora o conceito de espaço vetorial. Os espaços vetoriais 
constituem os objetos de estudo da Álgebra Linear. 

Definição 1 — Dizemos que um conjunto V + Ø é um espaço vetorial sobre 
IR quando, e somente quando: 


I — Existe uma adição (u, v)H-— u + v em V, com as seguintes proprie- 
dades: 
ayu +v=v+u, Mu, vEV (comutativa); 
b)u +(v+w)=(u+v)+w, Yu v,wEV (associativa); 
c) Existe em V um elemento neutro para essa adição o qual será simboli- 
zado genericamente por o. Ou seja: 
JoEV|u+o=u, Yu E vt) 


d) Para todo elemento u de V existe o oposto; indicaremos por (—u) esse 
oposto. Assim: 


YueV,I(-vEV|u+(-u)= o.) 


II — Está definida uma multiplicação de IR X V em V, o que significa que 
a cada par (a, u) de IR X V está associado um único elemento de V que se 
indica por au, e para essa multiplicação tem-se o seguinte: 


a) a(Bu) = (af)u 
b) (a + B)u = au + Bu 
c) alu + v) = au + av 
d) lu= u 

(+) 


Prova-se que é único esse elemento neutro (ver exercício resolvido n? 1 do 83). 


M O 


kk NR 2a . 
(ua) Prova-se que é único o oposto de um elemento (ver exercício resolvido nº 2 do §3).. 
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para quaisquer u, v de Ve a, $ de R. 


Nota: De maneira análoga se define espaço vetorial sobre €, conjunto dos 
números complexos. Deste capítulo até o capítulo V, inclusive, toda a teoria dos 
espaços vetoriais a ser aqui desenvolvida é a mesma quer sobre IR quer sobre C. 
Por isso, embora venhamos a usar sempre espaços vetoriais sobre IR, deixamos 
registrado que seria tudo igual para espaços sobre C. Quanto ao assunto do capí- 
tulo VI há diferenças lá apontadas. Porém iremos concentrar nossa atenção no 
caso real tendo em conta o caráter introdutório deste livro. Nos demais capítulos, 


salvo exceções que serão mencionadas, trabalharemos com espaços reais. 


Exemplos 
1) O espaço vetorial IR 


Não é novidade para o leitor que a adição de números reais verifica as pro- 
priedades I-a, Ib, Ic e Id da definição de espaço vetorial, Tão pouco que o 
produto de um número real por um outro é também um número real e que essa 
multiplicação obedece aos itens Il-a, II-b, II-c e Id da definição mencionada. 
Logo IR é um espaço vetorial sobre IR. 


2) O espaço vetorial C 


- Com a mesma argumentação acima verifica-se que C é espaço vetorial sobre 
C. Mas C também é um espaço vetorial sobre.JR. Quanto à adição não há novi- 


` dades: tudo como no caso anterior. Agora, o produto de um número complexo 


por um número real é um número complexo e para essa multiplicação valem 
Il-a, Il-b, Il-c e Il-d como situações particulares das propriedades da multiplicação 
em C. 


3) O conjunto dos vetores da geometria definidos por meio de segmentos 
orientados é um espaço vetorial sobre IR (ver parágrafo 1). 

4) O conjunto Mmxn (IR) é um espaço vetorial sobre IR (ver parágrafo 1). 

5) O espaço IR” 

Já vimos anteriormente que uma n-upla de números é uma sequência finita 
de n números reais que se indica por (a;,..., an). O conjunto de todas as n-uplas 


de números reais é denotado por IR?. O IR? pode ser visto como espaço vetorial 
sobre IR desde que se definam adição e multiplicação da seguinte maneira: 


(ais ...,s an) + (bi, -.., Dn) = (ar +bi,..., an + by) 
o(a, ..., an) = (aa, ..., Qan) 


Ora, tal afirmação pressupõe que se tenham verificado as oito propriedades 
que constam da definição, o que não faremos aqui. Sugerimos tais verificações 
como exercício. 
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~ Apenas ressaltaremos que o = (0, 0, ..., 0), se u = (a1, ..., an), então 
-u=(-a,..., — än) e, a título de exemplo, que a prova da propriedade Il-a 
se faz do seguinte modo: 


= Seja u = (a, ..., an) um elemento de R”. Dados então a e Bem R, 
(a + pu = (Ca + Ba, ..., ( + Ban) = (am + Ba, ..., an + pan) = 
=(aa,..., aan) + (fa,,..., Ban) = qu + Bu. 


Recomendamos ao leitor que procure justificar cuidadosamente cada pas- 
sagem desta última dedução. 


. Os matemáticos estão de acordo com a seguinte frase: o IR” é o espaço 
vetorial mais importante. 

6) O espaço C? 

O conjunto C” das n-uplas de números complexos é um espaço vetorial 
sobre C: basta definir adição e multiplicação por um número complexo como no 
exemplo anterior. 

7) O espaço Pa (R) 

Seja n > O um número natural. Indicaremos por P, (IR) o conjunto dos 
polinômios reais de grau < n, mais o polinômio nulo. 

O leitor, que já estudou os polinômios sobre IR, não terá dificuldades em 
perceber que 

(a) f(t), g(t) E Pa (R) 

(b) «e R, f(t) E Pa (R) 


> f(t) + g(t) E P, (R) 
> af(t) € P, (R). 


Daí, lembrando as propriedades das operações com polinômios, concluirá 
que Pa (IR) é um espaço vetorial sobre IR. 


8) O espaço Pn (C) 


Por Pn (C) indicaremos o conjunto dos polinômios complexos de grau < n 
além do polinômio nulo. Como no exemplo anterior, com as mudanças devidas, é 
possível provar que Pp (C) é um espaço vetorial sobre C. 


9) Exemplo “Patológico” 


Até aqui os exemplos dados, além de importantes, correspondem a situações 
por assim dizer usuais. Vejamos um caso que de uma certa forma escapa dessa 
situação. 


Seja V = {u E R | u > 0). Suponhamos que consideremos a “adição” em 
V como sendo a multiplicação de números reais positivos, isto é, 


u ® v= w, Vu, v e VÊ 
(+) 


O símbolo & serve, neste exemplo, para distinguir a “adição” aqui definida da usual, 
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e que a multiplicação de um elemento de V por um número real seja dada por: 
au = uW, Yu EV e VYaceR. 


Com isso o conjunto V se torna um espaço vetorial sobre IR. Observemos 
apenas que o elemento neutro da “adição” é o número 1 e que a verificação de 
Il-c se faz assim: 


alu ® v) = o(uv) = (uv)? = uva = (au(av) = au O av. 


Nota: Na teoria dos espaços vetoriais é comum aproveitar-se a terminologia 
do exemplo 3 acima. Assim é que os elementos de um espaço vetorial qualquer 
são chamados de vetores, o elemento neutro da adição de vetor nulo desse espaço 
e os elementos de IR (ou C) de escalares. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Como já vimos R? = ix yl xy ER} O R? pode ser visto como espaço vetorial 
sobre IR desde que se definam adição e multiplicação por um número real assim: 
Ga yD + 2, Y2) = (X1 + X2, Y1 +y2)e 
a(x, y) = (ax, ay). 
Faremos aqui a verificação dos axiomas relativos à multiplicação. 
Il-a: (ab)(x, y) = ((ab)x, (ab)y) = (a(bx), a(by)) = a(bx, by) = a(b(x, y)). 
Il-b; (a+ b)(x, y) = ((a + b)x, (a + by) = (ax + bx, ay + by) = (ax, ay) + 
+ (bx, by) = a(x, y) + bk, y). 
I-c: al(&1, Y1) + (x2, Y2)) = a (x1 + x2, y4 + y2) = (a @ı + X2), a(yı +y2)) = 
= (axı + axo, ayı + ay2) = (aX1, ayı) + (ax2, ay2) = a (xı, Y1) + a32, Y2). 
I-d: 1(x, y) = (x, ly) = (x, y). 

2.0 R? éo conjunto de todas as ternas ordenadas de números reais. Ou seja: R? = 
= ((x,y,27) | x, y, z E€ R}. A adição e a multiplicação por escalares são definidas no 
R? por: 

(x1, Yr Z1) + (3&2, Y2, Z2) = (X1 + X2, Y1 F Y2, Z1 + 7⁄2) € 
a(x, y, z) = (ax, ay, az). 
Faremos neste caso apenas a verificação dos axiomas relativos à adição. 
La: ((xy, Yi, Z1) + 2, Y2, 22)) + (x3, Y3, Z3) = 
= (x1 + X2, Y1 + Y2, Z1 +22) + (X3, Y3, Z3) = 
= ((x1 + x2) + X3, (Y1 + Y2) + Y3, (Z1 + Z2) + 23) = 
= (x1 + (x2 + X3), Y1 + Y2 + Y3), Zı + (22 + 23)) = 
= (X1, Y1, Z1) + (X2 + X3, Y2 + Y3, Z2 + Z3) = 
= (X1, Yr, Z1) + ((X2, Y2.. Z2) + (X3, Y3, Z3)). 
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6) 
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Eb: (X1, Y1, Z1) + (x2, Y2, Z2) = (X1 + X2, Y1 + Y2, Z1 + 29) = 
= (X2 + X1, Y2 +Yi, Z2 +21) = (%2, Y2, Z2) + (x1, Y1, Z1). 


Lc: O vetor nulo é (0, 0, 0). 


Id: Para cada u = (x, y, 2) € RŽ, —u=(-x, —y, —Z) o que é evidente. 


(qa +c, b+d) 


Nota: Podemos associar a cada vetor (x, y) 
do RÊ o vetor xi + yj do cálculo vetorial, 
já do conhecimento do leitor. O vetor nulo 
é o par (0, 0). As definições dadas de adição 
e multiplicação por escalares concordam 
com as regras usuais para a adição de vetores j 
planos e multiplicação de um vetor plano 
por um número. 


Fato análogo acontece com o R?: podemos 
associar a cada (x, y, Z) E IR? o vetor 


xi + yj + zk do cálculo vetorial, As defi- 
nições dadas de adição e multiplicação por 
escalares estão de acordo com as regras 
para a adição de vetores e de multiplicação 
de um vetor por um número real no espaço 
geométrico estudado no Cálculo Vetorial. 


Por último observemos que os elementos do IR? e os do R? são de natureza distinta e 
assim sendo não deve o leitor cometer o engano de dizer que o R? é subconjunto do R°, 
Mais adiante será explicado que o R? pode, de uma certa maneira, ser considerado 
idêntico ao subconjunto ((x, y, 0) | x, y € Rj do R°. (Veja Capítulo 4,85, exercício 
resolvido nº 11). 


- Seja I um intervalo de IR e indiquemos por C(I) o conjunto das funções contínuas defi- 


nidas no intervalo I e tomando valores reais. Dados f, ge C(I) e a € R, definem-se 
f + g e af do seguinte modo: 


f + g*: I ——> R e (f +g) (t) = f(t) + gt), YtEelI 
af: I ——> R e (af)(t) = af (t), Yt € I. 
O Cálculo nos ensina que f + ge af são funções contínuas, isto é, f + g, af € C(D. 
Temos então sobre C(I) uma adição e uma multiplicação por escalares. E pode-se verificar 


que C(I) é um espaço vetorial com relação a esse par de operações. Verifiquemos alguns 
dos axiomas. 


ba: (€+8) +W = C++ = CEO +g) + ht) = ft) + et) + ht) = 
= f(t) + (g + h) = (£ + (g + h))(t), Yf g, h ECA) e vtEL 

bc: A função e dada por e(t) = 0, Vt € I, é contínua, e, além disso, (e + DO = 
= e(t) + f) = 0 + f) = ft), Yter 


Função de I em R. 


Ira: ((ab)f)(t) = (ab)f(t) = a (bf(t)) = a( (bf) (t) = af), yte L 


Ie: (alf + g)D = alf + gt) = aCA + gt) = aft) + agt) = (af)t) + 
+ (ag)(t) = (af + ag) (t), Vt € L. 


- Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR (ou C). Mostrar que U X V=i(u, ViuEU e 


v € V} é um espaço vetorial em relação ao seguinte par de operações: 

(D (u1, vi) + (U2, V2) = @1 + w, Vi + v2) 

(D) a(u, v) = (au, av). 

Provemos algumas das condições. 

Fb: (u1, v1) + (u2, v2) = (ùÙ1 + u2, Vi + v2) = (u2 + ug, V2 + v1) = (w, v2) + 
+ (us, v1). 


Ec: O vetor nulo neste caso é (o, o), onde o primeiro o é o vetor nulo de U e o segundo 
é o vetor nulo de V. 


I-d: 1(u, v) = (lu, 1v) = (u, v). 


O espaço vetorial U X V acima definido chama-se espaço vetorial produto de U e V. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


2. 


Completar as verificações nos exercícios 1, 2, 3 e 4 anteriores. 

No conjunto V = {(x, y) Ix,y € IR) definamos “adição” assim: 
Ge, Y1) + (x2, Y2) = (x1 + x2, 0) 

e multiplicação por escalares como no IR, ou seja, para cada a € IR, 


a(x, y) = (ax, ay). 


Nessas condições V é um espaço vetorial sobre IR? Por quê? 


- No conjunto V do exercício anterior definamos a “adição” como o fazemos habitual- 


mente no R“ e a multiplicação por escalares assim: 
a(x, y) = (ax, 0). 
É então V um espaço vetorial sobre IR? Por quê? 


- Seja V o conjunto dos pares ordenados de números reais. V não é um espaço vetorial 


em relação a nenhum dos dois seguintes pares de operações sobre V: 


a) (XYD + (x2 y2) = (x1 + x2,yy + y2) ea(x, y) = (x,ay),e 
b) (x1:y1) + (x2 Y2) = (xy y1) e a(x, y) = (ax, ay). 


Diga em cada caso quais dos 8 axiomas não se verificam. 
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3. 


Seja V como no exercício anterior. Definamos: 


Ga, y1) + Gra, Y2) = (2x1 — 2Y1, —X1 + Y1), 
a(x, y) = (Gay, — ax), 
Com essas operações definidas sobre V, perguntamos se este conjunto é um espaço vetorial 
sobre R. 


Seja V = {[(x,y) Ix,y € C}. Mostrar que V é um espaço vetorial sobre IR com a adição e a 
multiplicação por escalares definidas assim: 


D 1, yD + Gy) = (X1 + x2, Y1 + Y2), Y1, Y1) è (x2, Y2)E V e 

dD a(x, y) = (ax, ay), VaeR e Va,y)ev. 

Seja R” = ((x, X2, -.) | x; E R}. Considerando sobre IR” as operações dadas por 
Qı, X2, .. .) + (ya, Y2». ) re (x1 + Y1, X2 +y2,.. - ea (X1, X2, .. a) = (axı, axa, +. ), 


mostrar que IR” é um espaço vetorial sobre R. 


Mostrar que todo espaço vetorial sobre C também é espaço vetorial sobre IR. 


PRIMEIRAS PROPRIEDADES DE UM ESPAÇO 
VETORIAL 


Seja V um espaço vetorial sobre R. Provaremos a seguir algumas proprie- 


dades que são consequências praticamente imediatas da definição de espaço 
vetorial. 


P,. 
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Para todo a E R, «o = 0. 
Prova — Devido aos axiomas Il-c e I-c da definição de espaço vetorial têm-se: 


ao = a(o + 0) = ao + «o; somando a ambos os membros o vetor — (ao) 
temos o = — (ao) + ao = —-ao + ao + ao = ao. ® 


Para todo u E V, Ou = o. 


Prova — Do mesmo tipo da anterior. Fica como exercício. ™ 


Uma igualdade au = o, com a € R e u E V, só é possível se a = 0 ou u =0. 


Prova — Suponhamos a + O. Daí existe o número real «”!. Multiplicando 
então au = o por q! teremos: 


o! (au) = alto 
Levando em conta o axioma II-a e a propriedade P;: 


(atau = o 


P4. 


P}. 


1 


Como œa! = 1, então podemos concluir (usando o axioma II-d) que 


u=o0o. m 


Para todo « € R e todo u de V, (—a)u = a(—u) = — (au). 
Prova — Notemos que 
au + (—a)u = (a + (—a))u = 0u = 0 


usando o axioma ILb e P,. Por outro lado, 
au + (~au) = o0. 
Então: 
au + (-o)u = au + (— au). 
Somando —au a ambos os membros desta última igualdade acharemos: 
(-o)u = —au. 


Um raciocínio análogo nos mostrará que &(—u) = —(au). m 


Nota: Define-se diferença entre dois vetores u e v do espaço V assim: 


u-v=u+(-yv). 


Quaisquer que sejam a, $E Reu em V, (a — bju = au — Bu. 
Prova 
(a-Bu=(«+(-Bu=au+(-Bu=au+(—(Bu))=au — Bu. m 


Quaisquer que sejam «em R, u e v em V, a(u — v) = au — ay. 


Prova — Análoga à anterior. Fica como exercício. m 


Dados 8, «,..., Qn em R e uz, ..., Un em V, então: 


= > (Ba) u;. 
j=1 


n 


8 (>, au; 


j=1 


Prova — Faz-se por indução a partir dos axiomas Il-a e H-c da definição de 
espaço vetorial. m 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS Solução 


Além das propriedades de P, a P7, enunciadas e demonstradas acima, podemos ainda a) Qu+v-3Iw=(2,4,7)+(3,1,-9)- (12,3,0) = (- 7, 2,0). 


citar: 
b) Aplicando-se as propriedades já conhecidas vem x = = + w — 3u). Fazendo os 


1. O vetor nulo de um espaço vetorial V é unico. E 
cálculos obtem =(2,-2-5: 

Prova obtemos x = (2, — 2, -5); 
Há um único vetor o que satisfaz Ic, pois se oy goza da mesma propriedade, então 


o=0+0/=0/+0=01. c) Do sistema dado obtém-se: 


y- z=v-—u 
2. Para cada vetor u de um espaço vetorial V existe um único vetor (— u), oposto de u. a DE ad 
Prova l Adicionando membro a membro estas últimas equações obtemos z = — u = (— 1,-2,-1) 
Seja uy tal que u + uy = o. Daí então, e, então, y=z+v-u=(1,-3,-4). 


-u = ~u + 0 = —u + (u + u) = (-u + u) +u =o += u. 


3. Para cada u € V, tem-se —(-u) = u. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Prova 
O axioma I-a diz que (—u) + u = u + (-u) = o. Logo u é o oposto de —u. 1. No espaço vetorial M3x2 (IR), consideremos os vetores: 
/ 
1 1 0 1 1 2 
4. Seu vew E€EVeu + v= u + w, então v = w (lei do cancelamento da adição). A=Lo0 0 B 2 1 c 1 0 
= = e e 
Pr 
ova / 0 0 1 1 0-1 
Somemos —u à igualdade que consta da hipótese: a) Calcular 2A + B — 3C: 
(—u) + u + v) = (u) + (u + w) (l-a) l A+X X-B 
(~u) +u) +v=((u) +u +w (Id) b) Calcular X € M3x2 (R) tal que >7> - = =C; 
OERO EW (e) c) Existem t1, t2 E IR de maneira que A = tB + tC? 
V=W 
E . 2. Seja u = (1 + i, i), v = (1 ~ i, 2i) e w = Q, 3 + i) vetores no espaço vetorial Cc, 
5. Seu, w E V, então existe um único vetor v tal que u + v = w., . ; a) Calcular (3 + Du — iv 2-9 
-iw — — iw; 
Prova b) Existe z € Ç tal que v = zu? 
Inicialmente verifica-se que w + (—u) satisfaz a equação dada. De fato: u + (w + (—u)) = 
= u + ((—u) + w) = (u + (-u)) + w =0 +w = w. Por outro lado, somando (—u) 3. No espaço vetorial P3 (R) sejam dados os vetores f(t) = t? — 1, g =t +t-1e 
ambos os membros da equação, vem: (—u) + (u + v) = (~u) + w. Daf ((-u) +u) +v = h(t) =t +2. 
=w + (~u). Logo v =w (=), a) Calcular 2f(t) + 3g(t) — 4h (0); 


b) Existe k € IR de maneira que f(t) + kg(t) = h(t)? 


6. Consideremos no espaço vetorial IR? os vetores u = (1,2,1), v =(3,1,—2)ew = (4, 1, 0). ; , : 
c) Existem ki, kz € R tais que f(t) = kyg(t) + kzh(t)? 


a) Calcular 2u + v — 3w; 2 
4. No R“ consideremos os vetores u = (1, 1), v = (3, -2)e w = (3, —2). 


b) Resolver a equação 3u + 2x = v + w; 
a): Resolver a equação: 


c) Resolver o sistema de equações 


uty=v+gz XFU, g NEER 


v+ 22 =y > 
as da na incógnita x € R“; 
nas incógnitas y, z € IR3. g ; 
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b) Resolver o seguinte sistema de equações: 
Xx+y+ z=u 
2x —y + z=v 


x+y-22=w 


nas incógnitas x, y, z € RÊ. 


4. SUB-ESPAÇOS VETORIAIS 


Definição 2 — Seja V um espaço vetorial sobre R. Um sub-espaço vetorial 
de V é um subconjunto W C V, tal que: 


(a) o EW; 
(b) Yu vEW,u+vEW;e 
(c) Ya ER e ¥uENVW, auEW. 


Notemos que (b) significa que a adição de V, restrita a W, é uma adição 
em W. O significado de (c) é que está definida uma multiplicação de IR X W 
em W. Mas será W, nessas condições, um espaço vetorial sobre IR? 


Proposição 1 — Se W é um sub-espaço vetorial de V, então W também é 
um espaço vetorial sobre R. 


Demonstração — A rigor temos oito itens a provar (ver definição de espaço 
vetorial). Contudo mostraremos apenas que: 


uew > —uEeW 
uma vez que os demais itens decorrem sem artifícios das hipóteses. 
Mas isso é fácil: é só fazer em (c) & = —1.m 
Exemplos 


1) Para todo espaço vetorial V é imediato que (o) e V são sub-espaços de V. 
São os chamados sub-espaços impróprios ou triviais. 
2) W = {(x, y, DER? | x + y = 0} é subespaço de Rº, 
(a) o = (0, 0, 0) E W (por quê?); 


(b) se u = (X1, Y1, Z1) € v = (%2, Y2, z2) estão em W, então x, + yı = 
=x +y, = 0. Como u + v = (X; + X, Yi + Y2, mn + z2) e (xı + x2) + 
+ (yi + y2) = (x1 + y1) + 2 + y2) = 0 + 0 = 0, então u + v E W. 


(c) Exercício. 
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3) A intersecção de dois sub-espaços vetoriais do mesmo espaço V é tam- 
bém um sub-espaço vetorial de V. 


Sejam W e U esses sub-espaços. 


(a) 0EU e cEW. Logo oEUNVW. 
(b) Exercício. 


(c) Tomemos a E R e u E U N W. Como u E U e u E€ W (que são 
sub-espaços), então œu E U e au € W. Logo au E U N W. 


4) Consideremos um sistema linear homogêneo sobre R de tipo m X n: 
a11 Xı + a12 X2 + E + ainXn = 0 
a21 X1 + a22 X2 +... + danXn = (0) 


Coco ren cons ce so a as aca sr no 0d 


Já vimos, o que é óbvio, que (0, 0, ..., 0) é solução desse sistema. Por outro 
lado é fácil verificar que a soma de duas soluções de S é solução de S e que o 
produto de uma solução de S por um número real também é solução desse sistema. 
Verifiquemos a última afirmação. Se (84, B2, ..., Bn) é solução, é verdadeira a 
frase ab; +ajbo +... + ajnên = 0, ¥j, 1 <j < m. Logo, para todo kEIR 
também é verdadeira a frase 


k(ajıßı + ab; t... + ajnbn) =0 


, 


que é equivalente a 
dj (kB) + djs (kh2) +... + ajn (kfn) =0 


Esta última nos mostra que (kf1, kfz, ..., kBn) também é solução do sistema 
considerado. 


O conjunto solução de um sistema homogêneo é chamado espaço solução 
desse sistema. Trata-se de um sub-espaço vetorial do IR”. 


5) Ps(IR) é sub-espaço de Pp (IR) desde que O < s < n (exercício); 


6) O conjunto das matrizes simétricas é um sub-espaço vetorial de Mp (IR). 


7) Se V é um espaço vetorial e v € V, o conjunto dos vetores da forma À v, 
com À E IR, é um sub-espaço de V. 
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5. SOMAS DE SUB-ESPAÇOS 


Sejam U e V sub-espaços vetoriais de um espaço vetorial W. 

Definição 3 — Indicaremos por U + V e chamaremos de soma de U com V 
o seguinte subconjunto de W: 

U+V=(u+t+vlueUevev). 

Nota: É claro que U + V = V + U e que U + {0} = U, para todos os 

sub-espaços U e V de W, Também é verdade que 
UCU+V e VCU+V. 

Proposição 2 — Se U e V são sub-espaços vetoriais de W, então U + V 
também é um sub-espaço vetorial de W. 
Demonstração 

(a) Como o =0 +0,0€EU e o €V, então oEU + V. 


(b) Sejam w; = u, + v; e w, = w + v, elementos de U + V, onde estamos 
supondo u;, u EU e vi, v2 E V. Então: 


w + w = (u, + vi) + u + v) = (u, + w) + (v + v). 


Como u; + u, ev; + v, pertencem a U e V, respectivamente, então w; + wz E 
EU+V. 


(c) Exercício. m 


Definição 4 — Sejam U e V sub-espaços vetoriais de W tais que U N V = 
= {o}. Neste caso diz-se que U + V é soma direta dos sub-espaços U e V. 
Notação: U & V. 


Se U e V são sub-espaços de W tais que U O V = W dizemos que U e V 
são suplementares ou que U é suplementar de V (ou V é suplementar de U). 


Proposição 3 — Sejam U e V sub-espaços vetoriais de um espaço vetorial W. 
Então W = U O V se, e somente se, cada vetor w € W admite uma única decom- 
posição w = u + v, com uEUevE€ V. 


Demonstração 


( >) Por hipótese a decomposição existe. Suponhamos w = u + v = 
= u + vı (u, u, È U e v, v, € V). Daí u — u, = vı — v. Como v -vE V 
(pois ambos os termos estão em V), então u — u, E U N V = {0}. Logo u — u; =0 
e então u = u,. Levando em conta isto conclui-se que v, — v = o e portanto 
que vı = v. 


(<==) Suponhamos que w € U N V. Tomando então u€ U e v€ V, 
teremos: 
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utv=(u+w+H(v—w). 

Devido à unicidade que a hipótese menciona podemos afirmar que: 
u=utw e v=v—w. 

Logo w = o. Provamos pois que U N V = {0}. m 


Exemplo — O espaço IR? é soma 
direta dos sub-espaços: 


U= {(x,0, 0 xE R} e 
V = {(0, y, z) | y, z E R}. 
E imediato que: 

U N^ V = {(0, 0, 0)}; 


por outro lado, ¥(x, y, z) E€ R°, 
(x, y, z) m (x, 0, 0) + (0,y, Z) E U + V. 


6. COMBINAÇÕES LINEARES 


Seja V um espaço vetorial sobre IR. Tomemos um subconjunto S = (u,,..., 
Un) C V. Indiquemos por [S] o seguinte subconjunto de V construído a partir 
de S: 


[S] = (au, +... + anun | Qi, ..., an E R} 
É fácil ver que [S] é um sub-espaço vetorial de V. De fato: 
(a) Como o = Ou, +... + Oun, então o E S. 


(b) Se v = ayu, +... + anun e w =u +... + Bnun pertencem a 
S, então 


v +w = (œ, +B)u +... + (an + Bn)un 
também é um elemento de S. 
(c) Exercício. 


Definição 5 — O sub-espaço [S] que acabamos de construir recebe o nome 
de sub-espaço gerado por S. Cada elemento de [S] é uma combinação linear de S 


ou combinação linear de u,,..., un- Ao invés de [S] também costuma-se escrever: 
[u,, W, ..., Un]. 
Diz-se também que u,,..., Un geram [S], ou então que são um sistema de gera- 


dores de [S]. 
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| Notas: 


convenção: [9] = (0). 


2) No caso de S C V ser um conjunto infinito, definimos [S] através da 
seguinte frase: E 


u E [S] <——> Iw,...,uEesSe 


Jag... 4 ER |u=ay +... + ave 


Da definição 5 e,de suas ampliações, dadas acima, decorrem as seguintes 
propriedades que deixamos ao leitor como exercícios: 


a) Sc [S] 


b) Sı C S2 C V => [S,] c [S,] E 


c) [S] = [[S]] 
d) Se Sı e S} são subconjuntos de V, então: 
[S, U S3] = [84] + [S3]. 


Exemplo — Se V = R?, u = (1, 0, O) e v = (1, 1, 0) o que é [u, v]? 
lu, v] = {au + fv | a, 8 E R} = {(a + £, p, 0) | a, B8 E R} = 


= {(x, y, 0) | x, y E R} uma vez que o sistema 


Pa 
B=y 


é compatível determinado, ¥x, y E€ R. 


Graficamente: 
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1) Estenderemos a definição acima para o caso S = Ø mediante a seguinte a 


7. ESPAÇOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS 


Observemos no R? o conjunto 
S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. 
Como, para todo (a, b, c) E R, vale a igualdade: 
(a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1,0) + c(0,0, 1) 


podemos dizer que os vetores de S geram o IR?. Muitos outros subconjuntos 
finitos do IR? têm essa mesma propriedade, o que não é difícil de notar. 


Definição 6 — Dizemos que um espaço vetorial V é finitamente gerado se 
existe S C V, S finito, de maneira que V = [S]. 


Neste texto praticamente só focalizaremos espaços vetoriais que, como o 
Rº, possam ser gerados por um número finito dos seus vetores. 


Salvo menção contrária somente consideraremos este tipo de espaço vetorial, 


Exemplos 


1) O espaço V dos vetores da geo- 
metria definidos por segmentos orientados 
é finitamente gerado pois considerando 
a terna fundamental (7, 7, E) para 
todo T E V, existem a, b, c E€ IR, de ma- 

é > > >. + 
neira que u = aí + bj + ck. 


Ressalte-se que T= (1, 0, 0), Fá = (0,1,0)e K= (O, O, 1) desde que se 
tenham identificado V e Rº. 


2) Se o indica o vetor nulo de um espaço vetorial qualquer, então V = (0) 
é finitamente gerado pois, fazendo S = (o), vale V = [S]. 


3) M, (IR) é finitamente gerado. O conjunto 


elo a(o oi o) lot) 


gera M, (IR) já que, Ya, b, c, d E R, 


aT 


4) RP é finitamente gerado. Com efeito, generalizando o raciocínio feito 
ao início do parágrafo verifica-se que o conjunto 


S= {(1,0,..., 0), (0, 1, 0,000, 0) ...,(0,..., 0, 1) 


verifica a igualdade IR” = [S], ou seja, que S gera o IR”. Convém notar que o 
conjunto S é formado de n elementos. 


5) Mmxn (R) é finitamente gerado. Verifique que as m - n matrizes do 
conjunto 


© 

So o 
S o 
© 

O = 
So 
So Oo 
So 
SO o 


geram o Mmxn (IR), generalizando a decomposição feita no exemplo 3 acima. 


6) Pa (IR) é finitamente gerado. Os polinômios fo, f1, ..., fn dados por 
OD = 1, £i) = t, ..., fl) = t”, Yt E R, são geradores de P (IR) uma vez 
que se f(t) = aọ + aıt +... + ant” é um elemento de P, (IR), então 
f= aofo + aifi E E anfn- 
Observe que (fo, fi, ..., fna} possui n + 1 polinômios. 


Nota: No apêndice II, logo a seguir, daremos um exemplo de espaço vetorial 
que não é finitamente gerado. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Seja V o conjunto dos vetores geométricos do espaço. Sendo u um vetor fixo desse 
> 4 : 
espaço, mostrar que W = (au | a € IR} é um sub-espaço vetorial de V. 


Solução w 
(a) o E W: basta considerar & = 0. 


(b) Sendo V = au e W = gu em W, então 
=— > — 

v +w= oau + gù = (a + pu, logo 
= — 

v+wEVW. 

(c) Sejam v = ou er € R; então Av = 
= Aau) = (Aa)U, logo V € W. 


el 
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2. Mostrar que o conjunto W = {(x, y) € IR? | y = 0) é um sub-espaço vetorial do IR?. 


(a) (0,0) € W. 
(b) Sejam u = (x1, 0) e v = (x2, 0) em W; daí u + v = (xı + X2, 0), donde u + v E W. 


(c) Sejam u = (x, 0) em W e a em R; então au = (ax, 0), donde au E W. 


Outra maneira de resolver: observar que W é gerado por (1, 0). 


3. Mostrar que é sub-espaço de M2(R) o seguinte sub-conjunto: 


x y 
v-( ) EM iy=-x} 
zZz t 
o 0 
(C) eW; 
o 0 


Xi yı X% y2 - 
(b) Sejam u = | ) e v= | ) elementos de W. Então: 


Z1 ti Z2 tz 
Xi yı xXx n Xt x2 JYity2 
u+v= + = 
Z1 ti Z2 t2 Zi +t %2 ti + ta 
Como y1 + y2 = (— x1) + (- x2) = — (xı + X2), então u + vEW. 
(c) Sejam: 
x y ax ay 
u= em W e a E R. Daí au = 
zZz t az at 
Como «y = a(—-x) = —(&x), então au € W. 


4. Seja I um intervalo real e consideremos o espaço vetorial C(I) das funções reais contínuas 
definidas em I. Mostrar que o subconjunto W de C(I) constituído das funções que são 
deriváveis em todos os pontos de I é um sub-espaço vetorial de C(I). 


Solução 


O cálculo nos ensina que a função nula é derivável, que a soma de duas funções deriváveis 
é derivável e que o produto de uma função derivável por um número é uma função deri- 
vável. 


5. Mostrar que são sub-espaços vetoriais de Mn (IR) os seguintes subconjuntos: 


a) U = (AE Mn (R) | At = A} 
b) V ={A EM) I| AT = TA} onde T é uma matriz dada de Mn (R). 
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E coça 


Solução 

a) (a) A transposta da matriz nula é a própria matriz nula. 
(b) Sejam A, BE U. Como (A + B)t = At + Bt = A + B, então A + B € U. j 
(©) Sejam AEU e a ER. Do fato de (aA)? = «A! = aA segue que aA EU. 

b) (a) A matriz nula comuta com todas as matrizes. 


(b) Sejam A, B € V. Então AT = TA e BT = TB. Daí (AB)T = A(BT) = A(TB)= 
= (AT)B = (TA)B = T(AB). 


(c) Sejam A E V e a € R. Então («A)T = a(AT) = a(TA) = T(oA). 


. Provar que se S e T são sub-espaços vetoriais de um espaço V, então S + T = [S ù T]. 


Solução 


Como S+TDSesS + T DT, então S +T D SU T. Daí S +T D [SU T]. Por outro 
lado, se u € S + T, então u = s + t (com s € S e t € T). Como, então, s e t pertencem a 
S UT, podemos afirmar que u = s + t € [S u T]. Logo S + T c ÍS u TI. 


. Achar um conjunto de geradores (sistema de geradores) dos seguintes sub-espaços de R*: 


a, U={&, y, DERİ Ix-y-z+t=0}; 
b) V={&,y,z YERİ Ix-y=z+t=0}. 
Solução 


a) (x,y, Z, t)& U se, e somente se, x — y — Z + t= 0, isto é, se, e somente se, x= 
=y +Z — t. Logo (x, y, Z, t) E€ U equivale a (x, y, Z, t) = (y +2 — t, y, Zz, t) = 
= y(1, 1, 0, © + z(ł, 0, 1, 0) + t(-1,0,0, 1). Assim: 


((1,1,0, 0), (1, 0, 1, 0, (— 1, 0, 0, 1)} 
é um conjunto de geradores de U. ! 


b) De maneira análoga chega-se a que (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, —1) é um sistema de 
geradores de V. 


. Consideremos no R? os seguintes sub-espaços vetoriais: 


U = [(1, 0, 0), (1, 1, 1)] e V = [(0, 1, 0), (0, 0, 1)]. 
Determinar um sistema de geradores de U N V. 
Solução 
w € U Nn V <=> w E U, w E V <=> Ja, £, y, ô ER tais que: 
a(1, 0,0) + 8(1,1, 1) = y(0, 1, 0) + (0, 0, 1) 


ou ainda que: 
atB=0,8-y=0,8-5=0.Daía=-By=8e5=8. 
Donde w = -f(1,0,0) + £(1, 1, 1) = p(0, 1, 1). Então Un V = I(0, 1, 1)). 


. Dados os subespaços U = {(x, y, z) E€ RÎ I x + y = 0} e V = {(x, y, z) E€ R? | x=0) 


do Rê, determinar o sub-espaço U N V. 


10. 


Solução 
u = (x,y, J EUNV< >u €U euge Vy < x+y=0 
ex=0< >x= y = 0. Logo U Nn V= {(0,0,z)i z €R}, que é gerado pelo 


vetor (0, 0, 1). 


São sub-espaços vetoriais de C(I) os seguintes subconjuntos: 
U = {fe CM | ft) = f(t), YtE R} e 
v= {fe CM If = -f(- t), YtER} 
Mostrar que C(D) = U @® V. 
Solução 
(a) Toda função real f definida em I pode ser assim decomposta: f(t) = g(t) + h(t), 
Xt E I, onde 


gt) = ft) t» f) — f-t) . 


e h = 5) 


Como 


ft) + f(t) 


x f- -ft _ 
g(-t) = 7 Sa ENS) 


=e(t) e h(t) = 7 


—h(t), 


então g E€ U e h € V, Portanto C(I) = U + V. 


(b) Se FEU Nn V, então f(t) = f(t) e f4) = —-f(- t), YtEL Logo 2f(t) = 0, Mt EL 
Donde f é a função nula. Assim então U N V só contém a função nula f(t) = 0, Yt EI. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


Quais dos seguintes conjuntos W abaixo são sub-espaços do R?? 
@) W= {&, y, z) E€ R Ix = 0} 

b) W= (x,y, DERÍIxeZ) 

(0) W = {(x, y, Z) € R | y é irracional) 

(d) W= {x y, z) E Rê | x — 3z = 0} 

(e) W = {, y, z) E€ R? | ax + by + cz = 0, com a, b, c € R} 
Quais dos conjuntos abaixo são sub-espaços do espaço P(R) de todos os polinômios 
reais? (Leia o apêndice II). 

(a) W = {f(t) E PR) | f(t) tem grau maior que 2} 

(b) W = (ft) | fO = 2£(1)} 

(O) W= {f | fŒ > 0, Yt ER}. 

(O W= {f0 IO + PO = 0} 
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*3. 


“4, 


tS: 


*6. 


10. 


Verificar que não são. sub-espaços vetoriais do Rê: 

(a) xy z) E€ R? ix = 1} 

dO (xy z2 E€ R?Ix +y+z=0} 

O (xy, DER? Ix<y<z) 

(O (&y,)eR Ix+yeQ) 

Em cada caso quais axiomas não se verificam? (Q é o conjunto dos números racionais.) 
Seja I = [0, 1]. Verificar se são sub-espaços vetoriais de C(I) (veja exercício resolvido 
nº 4): 

(a) (fe COD |f) = 0) 


1 
(db) fe cm| a fdt = 0) 


©) (fe COM 1 f(0) = f(1)) 


(d) (fe CD | f(t) = 0 em todos os pontos de I menos um número finito deles). 


Seja V um espaço vetorial. Se (Up; & J é uma família de sub-espaços vetoriais de V, 


e U; também é um sub-espaço vetorial de V. 


mostrar que 
Seja V um espaço vetorial. Dado um subconjunto S + Ø de V, provar que a intersecção 
de todos os sub-espaços vetoriais de V que contêm S também é um sub-espaço vetotial 
de V, sendo o menor sub-espaço de V que contém S. 


. Sejam U, V e W os seguintes subespaços do R: 


U= {&, y, zJ lx=z} . 
V=(xyo)lx=y=0je 
W=(gy,D)Ix+y +z=04 


Verifique que U + V = Rê, U + W= R? e V +W = R?. Em algum dos casos a soma 
é direta? 


. Mostrar que os polinômios 1 — t, (1 — t)?, (1 —- ĉe 1 geram P, (IR). 


. Dar um sistema de geradores para cada um dos seguintes sub-espaços do Rº. 


a U= {(x, y, z)lx — 2y = 0} 

dD V=(&yDix+z=0€ex-2y=0) 
O W= {(x, y, zix + 2y — 3z = 0} 

d Unv 

e V+W. 


Sejam U e V sub-espaços vetoriais do espaço W. Provar que: 
a) Uc y= U+V= V; 
b U CV= UNnV-=U; 


*11, 


12. 


*13. 


14. 


15. 


16. 


*17. 


18. 


19. 


*20. 


*21. 


22. 


23. 


O) U+V=U 
d UNV=U 


>UDV; 
>UCcCV. 


Sejam u e v dois vetores não nulos do IR?. Se não existe nenhum t€ R tal que u = ty, 


mostrar que IR? é soma direta dos sub-espaços [u] e [v]. 


, 


Verificar se as seguintes matrizes geram o espaço vetorial M, (R): 


1 0 1 1 0 0 a) 


o 1f lo 0 1 1 1 2 


Se U, V e W são subespaços vetoriais do mesmo espaço, mostrar que (U N V) + 
+ (UNW)CUN(V + W). Descubra um exemplo para o qual o primeiro membro des- 
sa relação é diferente do segundo e um exemplo onde ocorre igualdade. 


Mostrar que os números complexos 2 + 3ie 1 — 2i geram o espaço vetorial C sobre IR. 


Mostrar que é sub-espaço de MIR) o subconjunto formado pelas matrizes anti-simé- 
tricas. Mostrar também que Mn(IR) é soma direta dos sub-espaços das matrizes simé- 
tricas e das anti-simétricas. 


Mostrar que os dois conjuntos ((1, — 1,2), (3, 0, D} e ((-1,-2,3), (3,3, -4} 
geram o mesmo sub-espaço vetorial do RÊ. 


Mostrar com um exemplo que se U, V e W são sub-espaços vetoriais do mesmo espaço, 
e se valem as relações U N V = U N WeU + V = U + W, no se tem necessaria- 
mente V = W. 


Mostrar com um exemplo que a união de dois sub-espaços vetoriais de um mesmo espa- 
ço vetorial não precisa ser um sub-espaço vetorial desse espaço. 


Mostrar que a união de sub-espaços vetoriais do mesmo espaço é também um sub- 
-espaço se, e somente se, um dos sub-espaços dados está contido no outro. 


Considere os seguintes vetores do R?: (—-1,0,1) e (3, 4, — 2), Determinar um sistema 
de equações homogêneas para o qual o espaço solução seja exatamente o sub-espaço 
gerado por esses vetores. 


Repita o exercício 20 com os vetores (1, 0, 1, 2), (0, 0, 1,0) do IR*. 


(a) Determinar um suplementar do seguinte sub-espaço do Rĉ: {(x, y, z) Ix- y =0} 
(b) Mesmo exercício com o sub-espaço: 

{(x, y, z, t) E RÎ Ix — y =z — t = 0} do R°. 
Mostrar que os dois conjuntos abaixo formados de funções contínuas reais definidas 
em IR geram o mesmo sub-espaço vetorial de C (R): 


(sen? t, cos? t, sent + cost} e (1, sen 2t, cos 2t} 


*24. Sejam U, V e W sub-espaços vetoriais do mesmo espaço para os quais valem o seguinte: 
UnW+W=VnWa= {o}. Provar que se u + v + w = o (vetor nulo), com 
ueU,veV ewe W, então u = v =w = 0. i 

*25. Mostrar que o espaço vetorial R” (exercício proposto 7 — § 2) não é finitamente gerado. 


Sugestão: raciocinar como será feito no apêndice II. 


APÊNDICE Il 


Exemplo de Espaço que não é 
Finitamente Gerado 


Indiquemos por P(R) o conjunto de todos os polinômios reais. O leitor, 
lembrando a operação adição de polinômios e a operação multiplicação de um 
polinômio por um número, concluirá que P(IR), com esse par de operações, é um 
espaço vetorial sobre R. 


Mas P(IR) não é finitamente gerado. 


Com efeito, dado S = (f,,..., fa} C P(IR), supondo que cada f; seja não 
nulo e que fn seja o polinômio de maior grau de S, então o grau de qualquer 
combinação linear 


afı Fa F Gnfn 
não ultrapassa o grau de fp. Assim [S] só contém polinômios de grau menor que 
ou igual ao de fa. Como porém P(IR) compreende todos os polinômios reais, 


existem neste espaço polinômios de grau maior que o de fp. Logo [S] + P(R), 
para todo conjunto finito S C P(R). 
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CAPÍTULO 3 
Base e Dimensão 


Lembremos o seguinte fato relacionado com o espaço dos vetores da geo- 
metria, definidos por meio de segmentos orientados: se considerarmos um sistema 
de coordenadas ortogonais, de origem O, e se cnamarmos de 7, 7 e È os três 
vetores unitários com os sentidos dos eixos x, y e z, respectivamente, então cada 
vetor OB admite uma única representação OB = aí + bj + ck, onde a, b e c são 
as coordenadas de P, em relação ao sistema considerado, 


2 


Nosso objetivo, principal, neste capítulo, é mostrar que em todo espaço 
vetorial finitamenté gerádo V existe um subconjunto finito B tal que todo ele- 
mento de V é combinação linear, de uma única maneira, desse subconjunto. E que 
todos os outros subconjuntos de V que têm também essa propriedade (sempre os há) 
possuem o mesmo número de elementos que B. 


Daí sairá então o conceito de “dimensão”. 


1. DEPENDÊNCIA LINEAR 


Seja V um espaço vetorial sobre IR. 


Definição 1 — Dizemos que um conjunto L = (u,w,...,Un) CVé 
linearmente independente (L.I.) se, e somente se, uma igualdade do tipo 
qu +... + nUn =o 
com os q; em IR, só for possível para q; = ... = qn = 0. 
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do 


Definição 2 — Dizemos que L = (u,,..., un) c V é linearmente depen- 
dente (L.D.) se, e somente se, L não é L.I., ou seja, é possível uma igualdade 
tipo 


Qu +... + anun =0 


sem que os escalares q; sejam todos iguais ao número zero. 


Exemplos 
1) O conjunto L = {(1, 1,0, 0); (0, 2, 1, 0); (0, O, 0, 3)} C Rº é LI. pois: 
x(1,1,0,0) + y(0, 2, 1,,0)4z(0, 0, 0, 3) = (0, 0, 0, 0 —> 


2) O conjunto L = {(1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (2, 1, 0, 0)} CIR é L.D. pois: 
x(1, 1, 0, 0) + y(0, 1, 0, 0) + z(2, 1, 0, 0) = (0, 0, 0, 0 ——> 


x +2z2=0 X +2z=0 
E => 
xty+ z=0 y- z=0 


Sendo indeterminado o sistema obtido, então há outras soluções, além da 


trivial, para a igualdade condicional de que partimos. 


Nota: Convencionaremos que o conjunto vazio (É C V) é LI. Como para um sub- 
conjunto L C V deve valer uma, e uma só, das duas definições anteriores e a segun- 


da 


destas pressupõe elementos em L, fica justificada esta convenção. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores do espaço vetoriál Rº, são linearmente 
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independentes. 

a)  {(1, 1, 0), (1, 4, 5), (3, 6, 5)} 

b)  {4, 2, 3), (1, 4, 9), (1, 8, 27)} 

o {(1, 2, 1), (2, 4, 2), (5, 10, 5)} 

Solução 

a) Façamos: x(1, 1, 0) + y (1, 4, 5) + z(3, 6, 5) = (0, 0, 0). 


Portanto: 


x+ y+32=0 
x+ 4y + 62=0 
Sy + 5Sz=0 


Escalonando o sistema, vem: 


x+ y+3z=0 
x+y+3z=0 
3y +32=0 ~ 


y+ z=0 
Sy + 52=0 


Esse sistema admite outras soluções além da trivial; daí o conjunto é linearmente depen- 
dente. Como x = —-2,y = —1ez = 1 é uma solução não trivial temos — 2(1, 1,0) — 
— (1,4, 5) + (3,6,5) = (0,0,0). Esta é uma relação de dependência entre os 3 ve- 
tores dados. 


b) x(1,2,3) + y(1, 4, 9) + z(1, 8, 27) = (0, 0, 0) > 
x+ y+ z=0 
>< 2x + 4y + 82=0 
3x + 9y + 277z = 0 
Escalonando o sistema, vem: 
x+ y+ z=0 x+y+ z=0 x+y+ z=0 
2y + 6z=0 ~ y+32=0 ~ y+3z= 
6y +242 =0 y+42=0 z=0 


Daí, a única solução é a trivial, e o conjunto é linearmente independente. 


c) - x(1, 2, 1) + y(2, 4, 2) + z(5, 10,5) = (0, 0, 0) 


> 


x+2y + 5z=0 
><, 2x + 4y + 102=0 
x+2y+ 52=0 


Escalonando o sistema, vem: x + 2y + 5z = 0 eo sistema é indeterminado, isto é, além 
da solução trivial admite outras soluções; portanto o conjunto é linearmente dependente. 
Achar uma relação de dependência entre os 3 vetores. 


- Se u, v e w são vetores de um espaço vetorial V tais que u € [wl e v € [w], mostrar que 


lu, v} é linearmente dependente, 
Solução 


Os vetores u e v são da forma u = àw ev = aw, com à, a E R. O caso a =A = 0 
é trivial pois então u = v = o e basta ver que lu + 1v = 0. Supondo por exemplo à * 0, 
então Av — au = A(aw) — a(Aw) = (Aa — aà)w = Ow = o; logo {u, v} é L.D. 
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3. 
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Consideremos, no espaço vetorial IR?, os vetores:u = (1 — a,1 + a)ev = (1 + a,1 — a) 
ondea + O. Mostrar que (u, v}éLI. 


Solução 


Seja x(1 — al + œ) + y(1 + a,1 — a) = (0,0 


ou, o que é equivalente, 


A-ox+(1+ay =0 
(1 +ox+(l-ay=0 


Esse sistema linear e homogêneo não deve ter soluções diferentes da trivial, para o que 
é necessário e suficiente que a matriz: 


l-a 1+a 
l+a i-ga 


seja inversível, isto é, que o sistema seja de Cramer. Como a foi tomado não nulo esta 
matriz é inversível e daí (u, v} é LI. 


. Mostrar que o conjunto de vetores (1, x, x?, 2 + x + 2x2) de Pa (R) é L.D. e que qual- 


quer subconjunto de três elementos dele é L.I. 

Solução 

Se fizermos al + bx + yx? +52 +x+2x) =0 (1) 
(o zero do segundo membro de (1) é o polinômio identicamente nulo), virá: 


a +28 + (B +8)x + (y + 28)x? = 0. 


Pelo princípio de identidade de polinômios, teremos: 


a+25=0 
B+ 8=0 
vY+28=0 


O sistema admite outras soluções, além da trivial, o que nos leva a concluir que o con- 
junto é L.D. 


Um subconjunto qualquer do conjunto dado, por exemplo (1, x, x) é L.I.; de fato, 
al + px + yx“ = 0, implica a = 8 = y = pelo princípio de identidade de polinômios. 
Nos 3 demais casos procede-se do mesmo modo. 


Mostrar que o conjunto {(1, 0, a), (1, 1,0), (1, 1,œ?)} de vetores do IR? é LI., desde que 
a + 0ea +1. 


Solução 
Para que o conjunto seja L.I. é necessário e suficiente que: 
x(1, 0, a) + y(1, 1,0) + z(1, 1,02) = (0, 0, 0) (1) 


só se verifique para x = y = z = 0. Ora de (1), vem: 


xt y+ z=0 
y+ z=0 edaí 

ox + ay +az=0 

x+y+z=0 

y+zZz=0 

(0? —- o)z =0 


Como «a + Oea + lentãoa? — a + 0,0 queacarretaz = Oedaívemy = 0ex = 0. 


. Mostrar que se o conjunto (u, v, w} de vetores de um espaço vetorial V for L.I., o mesmo 


acontecerá com o conjunto {u + v, u + w, v + w} 
Solução 
Com efeito, façamos: 
xlu +v) +ty(lu+w+z(v+tw)=o 
Daí, segue: 
(x + y)u + & +z) + (y +zw=o0 


Mas o conjunto {u, v, w} é L.I. Então: 


x+y =0 

x +z=0 

y+z=0 

Escalonando o sistema, vem: 
x+y =0 x+y =0 
-y+z=0 ~ y- z=0 
y+z=0 22 = 0 


e o sistema só admite a solução trivial x = y = z = Q. 


Logo, o conjunto {u + v, u + w, v + w} é LI 


7. Mostrar que o conjunto de vetores {a — i, i), (2,— 1 + D) deC? é L.D. sobre C mas LI. 


sobre IR. 
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Solução 


No primeiro caso, devemos mostrar que existem Z4, Z2 € C, tais que 


zı(ł -ii + z(2,—1 + i) = (0,0),comz; + 0 ouz, * 0. 


É fácil verificar que zı = 1 + iez, = — 1 satisfazem (1), o que mostra que o conjunto é 


L.D. sobre C. No segundo caso, sendo x, y € IR tais que 


vem: 


Escalonando o sistema, vem: x + (i + 1)y 


L.I. sobre R. 


Solução 


Suponhámos: 


Então: 


Escalonando, vem: 


x(i — i + y2, -1 + i) = (0, 0), 


1- dx + 2y =0 x+ (+ Dy =0 
ix +(1- Dy=0 


ix + (i- Dy =0 


. Mostrar que o conjunto (1, cos x, cos 2x) de vetores de C(I- m, ml) é LI. 


a+fcosx + ycos2x = 0, Yx E l-r, ml. 


x = -1 ==> a&a-ßty= 
x= 0 => e+rb+y= 
x= = a -y=0 

a~ B+ y= 

28 = 

B+2y= 


Daí œ = 8 = y = 0 e o conjunto é L.I. 


Mostrar que o conjunto {1, sen? x, cos? x} de vetores de C([- 7, ml) é L.D. 


Solução 


Basta lembrar que sen? x + cos? x — 1 = 0. 


= 0 e daí x = y = 0. Logo o conjunto é 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


*5. 


*6. 


10. 


Quais os subconjuntos abaixo do R? são linearmente independentes: 
a)  {, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (2,3, 5)} 

b {0,1 1), (1, 0, 1, (1, 0, -2)} ze 
o  {(0, 0, 0), (1, 2, 3), (4,1, -9) 
d) {(1, 1, 1), (1, 2, 1), (3, 2, —1)} 


Quais dos subconjuntos abaixo de P4 (R) são linearmente independentes: 
a)  {(1, x — 1, x? + 2x + 1, x°} 

b)  {2x, x? +1, x +1, x? — 1} 

c) {x(x — 1), x?, 2x? — x?, x} 

d) {f +x- 1, x -x+1, x-1} 


X 


Demonstrar que o conjunto (1, e*, e?*} de vetores de C(I0, 11) é L.L 


Mostrar que o conjunto (1, e*, xe*) de vetores de C([0, 11) é L.I. 


Demonstrar que é L.I. o conjunto 


U, G— a), O —a2,..., (x — aro!) 
de vetores de Pn; (IR), onde a é um número arbitrário. 


Mostrar que o subconjunto Da, Xp... Xn? de vetores de um espaço vetorial V é L.D. se, 
e somente se, existe um inteirok(1 < k < n) tal que xy é combinação linear dos de- 
mais vetores do conjunto. 


Determinar m e n para que os conjuntos de vetores do R? dados abaixo sejam L.I. 
a) {(3, 5m, 1), (2, 0, 4), (1, m, 3)} 

b) ((1, 3, 5), (2, m +1, 10)} 

o {(6, 2, n), (3; m + n, m — 1)} 

Seja {u, v, w} um conjunto L.I. de vetores de um espaço vetorial V. Provar que o 
conjunto {u + v — 3w, u + 3v — w, v + w} é L.D. 

Quais dos seguintes subconjuntos do C? são L.I. sobre C? 

(a) {G, 1, 0), (1 + i, 2, 0), (3, 1, 0)} 

(b) LG, 1, 0), (0, 1, i, (0, i, D} 

(c) {G, 1, 0), (2 +i, 3i, 5 — i), (2,4 + 4i, 4 — 6i)} 


Suponha que lv a yn) é um subconjunto L.I. de um espaço vetorial. Mostrar que 
{av +... ânYn) também é L.I., desde que os escalares a; sejam todos não nulos. 
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“11. 


*12. 


*13. 


Suponha que {u b- o’ Up Vises vs} é um subconjunto L.I. de um espaço V. Mostrar 
que 

[uis -aa Url A Ivi, ..., vg] = {0} 
Se {uz eers Mp ces Uj; un) é L.I., mostrar que 

tua, -s Up... Uj + alj, Un) 


também é L.I., para todo escalar a. 


Sejam œj, ..., an números reais distintos 2 a 2. Provar que o conjunto de funções 
femt,... ent] é LI. 


Provar que o conjunto de funções {eat cos bt, eat sen bt}, onde a e b são números reais e 
b * 0,éLI. 


2. PROPRIEDADES DA DEPENDÊNCIA LINEAR 


Pz. 
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Consideremos um espaço vetorial V sobre R. 


Se um conjunto finito L C V contém o vetor nulo, então esse conjunto é 
L.D. 

Prova — Seja S = (o, w, ..., Un}. Então, evidentemente 
ao + 0u +... + 0u =o 


para todo « + 0. Isso é suficiente para concluir que S é L.D. w 


Se S = {u} C V e u Æ 0, então S é LI. 


Prova — Suponhamos au = o. Como u * o, então œ = O conforme já 
vimos nas propriedades dos espaços vetoriais. m 


Se S = (u,...,Un) C V é L.D., então um dos seus vetores é combinação 
linear dos outros. (Veja exercício proposto nº 6, 81.) 


Prova — Por hipótese existem números reais Qis.. 
a zero, de modo que 


., Qn, nem todos iguais 


aiu, + azh +... + angu = 0. 


P4. 


P,. 


P;. 


Suponhamos q * O. Então existe o inverso de «, e multiplicando a igual- 
dade acima por este inverso teremos: 
u, + (arta) +... + (art an)un = 0. 
Daí 
u = (ar "a)y +... + (~ar tan)un 


o que mostra que u, é combinação linear de w, ..., 
se procede quando q; + O. m 


Un. Analogamente 


Se Sı e S} são subconjuntos finitos e não vazios de V, se S; CS, e S, é 
L.D., então S, também é L.D. i 
Prova — Suponhamos S, = (us, ..., Ur} € S2 = (u,..., U,..., Uth} 
Por hipótese existem números reais @j, .. 
neira que N 


, &r, não todos nulos, de ma- 


Gu +... + Oru =o. 
Daí aproveitando os escalares e completando com zeros teremos 
aqu +... + arus +Ou, +.: + O = o. 


Como nem todos os escalares que figuram nesta última igualdade são nulos, 
então pode-se dizer que S, é um conjunto L.D. m» 


o 


Se S, e S, são subconjuntos finitos e não vazios de V, com S, C S 
S, L.L, então S, também é L.I. 


Prova — Se S, fosse L.D., então o mesmo aconteceria com S,, devido 
propriedade anterior, m 


p 


Se S = {u,..., un} é L.I., e para um certo u € V tivermos S U {u} 
= [u,,...,Un,U) L.D., então o vetor u é combinação linear dos vetores 
Ui,» - -, Ups isto é, u E [S]. 

Prova — Por hipótese tem-se uma igualdade 


Qu +... + anin +ou =o (1) 


onde nem todos os escalares que nela figuram são nulos. Afirmamos que 
um dos escalares não nulos é o «. De fato, se œ = 0, então 


Qu +... + Onun = 0. 


Como porém o conjunto S é L.I., esta última igualdade só é possível com 
q =... = Qn = 0. Daí, se œ = 0, então a = q; =... = Qn = 0, o que 
é impossível. 
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Sendo œ O podemos multiplicar a igualdade (1) por «”* e teremos: 
(atau, +... + (atan) +u=o0 

ou ainda 
u = (~a tai)u;, +... + (—atan)un 

igualdade que nos mostra que u € [S]. m 


P;. Se S= {u,..., U, ..., Un} e uj E [S — {uj}] (isto é, uj é combinação 
linear dos demais vetores de S), então 


[S] = [S — (uj)]. 
Prova — Faremos a prova supondo j = 1 o que nada tira em generalidade. 
É óbvio que [S — {u;,}} C [S], pois S — {u,} C S. 
Por outro lado, dado um vetor u € [S], então: 


u = u, +... +tanu (Qi ER). (1) 
Como porém o vetor u, está em [S — (u;]], por hipótese, então: 
u, = fu +... + BnUn. (2) 


Substituindo (2) em (1) iremos obter 
u = (Bum +... + Bnun) + azm +... + ant. 

Daí 

u = (af + a)n +... + (abs + En)un 
o que prova que u E [S — (u;)] e consegiientemente que [S] C [S — (u,)]. m 
Exemplo — Observe no IRº o seguinte sub-espaço 

S = [(1, 1, 0, 0), (0, 1,0,2) (0,0, 1, 0), (0,2, —1, 4)]. 

É fácil perceber a seguinte relação ` 

2(0, 1, 0, 2) — (0, 0, 1, 0) = (0, 2, —1, 4). 


A propriedade acima nos garante, então, que 
S = [(1, 1, 0, 0), (0, 1,0, 2), (0, 0, 1, 0)]. 


3. BASE DE UM ESPAÇO VETORIAL FINITAMENTE 
GERADO 


Definição 3 — Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Uma base de V 
é um subconjunto finito B C V para o qual as seguintes condições se verificam: 
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(a) [B] = V. 
(b) B é linearmente independente. 


- Exemplos 
1) 4(1, 0), (0, 1)} é uma base do IR? 


2) {(1, 0, ..., 0), (0, 1,0,..., 0), ..., (0,..., 0, 1)} é uma base do 
R”. 

3){(1, 0, ..., 0), (0, 1,0, ..., 0), ...,(0,..., 0, 1)} é uma base do 
espaço vetorial C”, considerado como espaço vetorial sobre C. 


4) O conjunto das m - n matrizes reais 


0 01 . 0 0 0 0 
O 0 o Q A O en 
Rd RO A ais isa o o OO O 
0 0 0 O 0 0 0 ; 01 


é uma base do espaço Mm en (IR). 


5) Os n + 1 polinômios 1, t, ..., t? formam uma base de P, (IR) pois 


(a) Dado f E P, (IR), existem (e são únicos) ao, a4, ..., an E IR de modo 
que 


f(t) = ap ast +... +ant”, MER, 
o que é conseqüência da própria definição de polinômio. 
(b) Se aọ + ait +... + ant” = 0, ¥t E€ R, então ap =... = ap = O, 


devido ao princípio dos polinômios identicamente nulos. 


6) Se indicamos por o o vetor nulo de um espaço vetorial qualquer, então 
uma base do espaço (0) é, conforme nossas convenções a respeito, o conjunto (). 


Nota: As bases exibidas nos exemplos 1, 2,3,4 e 5 são chamadas bases canônicas 
dos espaços IR?, IR", CN, Mm xn (IR) e P, (IR), respectivamente, devido a sua na- 
turalidade. Obviamente, esses espaços têm outras bases, conforme veremos a se- 
guir. Deixamos como exercício a verificação nos exemplos de 1 e 4. 


Proposição 1 — Todo espaço vetorial finitamente gerado admite uma base. 


Demonstração — Indiquemos por V o espaço. Se V = {0}, então À é uma ba- 
se de V devido às convenções a respeito para este caso. 
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Caso contrário existe um subconjunto finito e não vazio S C.V, de maneira 
que V = [S]. Como S + (o), então existem subconjuntos não vazios de S que 
são L.I. Tomemos um deles com o maior número possível de elementos, Indicando 
por B esse subconjunto, afirmamos que B é uma base de V. 


Devido à maneira como tomamos B, para todo u € S — B teremos que 
BU {u} é L.D. Logo u é combinação linear de B (ver Pe no parágrafo anterior). 
Usando agora a propriedade P}, conclui-se que: [B] = [S] = V. 

Como, por outro lado, B é L.I., pela própria maneira como foi cons- 
truído, então B é uma base de V. æ 


4. DIMENSÃO 


Iremos enunciar logo a seguir um resultado bastante importante que diz res- 
peito ao número de vetores das bases de um espaço vetorial finitamente gerado. Sua 
demonstração, contudo, somente será feita no apêndice, ao fim deste capítulo, pelo 


fato de ser um tanto quanto trabalhosa. Esse apêndice é especialmente recomenda- ` 


do aos alunos dos Cursos de Matemática. 


Teorema da invariância — Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. 
Então duas bases quaisquer de V têm o mesmo número de vetores. 


Apoiados no teorema da invariância, damos a seguinte definição. 


Definição 4 — Seja V um espaço vetorial finitamente gerado. Denomina-se 
dimensão de V (notação: dim V) o número de vetores de uma qualquer de suas 
bases. Diz-se também, neste caso, que V é um espaço de dimensão finita. 


Decorre da definição dada e de considerações já feitas nos exemplos após a de- o 


finição 3 que: 
1) dim R? =2; 3) dim C? =n; 5) dim Pa (R) =n + 1; 
2) dim R” =n; 4)dim Mmxn(R)=m-n; 6) dim {0} =0. 


Deixamos ao leitor a tarefa de concluir que a dimensão do espaço solução de 
um sistema homogêneo escalonado 


dj X1 + a12 X2 P is + nXn — 0 
azr, X2 o aA + dUnXn = 0 


cerco coa nc ao ra a e 0 2 4 
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onde ayı É 0, azr, + 0,..., aprp * 0 én — p. Para isso, ler novamente o Capítu- 
lo 1. 


Proposição 2 (Teorema do Completamento) — Seja V um espaço vetorial de di- 
mensão n < 1. Se {u;, ..., ur} C V é um subconjunto L.I. com r vetores e r < n, 
então existem n — r Vetores Ur + 1, +- - , Un E V, de maneira que B = (us,..., Ur, 
Ur +1,- -, Un} é uma base de V. 


Demonstração — Tomemos uma base C = (v;,..., Vn} de V e formemos 
a união: 
S = (Ui... Up Vis -3 Yn). 
Dentre os subconjuntos de S que são L.I. e que contém u4, ..., Ur tomemos um 
com o maior número possível de elementos. Seja 


B = {u1, ..., Ur, Vis... Vg} 


esse conjunto. (Obviamente: particularizamos em B a segiiência dos índices dos ele- 
mentos v;, O que não traz nenhum prejuízo à demonstração.) Mostremos que B é 
uma base de V. Decorre da própria escolha desse conjunto que ele é L.I. 


Por outro lado vi, ..., vs são obviamente combinações lineares de B. O 
mesmo se pode dizer de vs+1,..., Vn devido à propriedade P, vista neste capítulo. 
Sendo todos os vetores de C combinações lineares de B, conclui-se, pelo fato de C 
ser uma base de V, que todos os vetores de V também são combinações lineares 
de B. Portanto B é uma base de,V. m 


PR S 


Proposição 3 — Todo sub-espaço vetorial de um espaço vetorial finitamente 
gerado é também finitamente gerado. 


Demonstração — Seja V finitamente gerado e W um sub-espaço vetorial de V. 
Se W = {0}, nada há a provar. Senão, tomemos w, € W, w, + 0. Se W = 
= {M W; : A E IR}, está provado. Senão, existe w, E W, que não é da forma A, wi, 
isto é, (wi, W2} é LI. Se W é gerado por {w;, w2}, está terminado. Senão, existe 
w3 em W, que não é combinação linear de (w1, w2}. E assim por diante. Este pro- 
cesso deve parar senão haveria em V um conjunto L.I. e infinito. m 


Proposição 4 — Seja W um sub-espaço vetorial de V. Se dimW = dim V, então 
W=v. 
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Demonstração — Pela proposição 3, W é finitamente gerado. Logo W tem 
uma base. Toda base de W também é base de V devido à hipótese de que 
dim W = dim V. Logo todo vetor de V pertence a W. Assim V C W e, como 
W está contido em V, segue que V = W. m 


5. PROCESSO PRÁTICO PARA DETERMINAR UMA 
BASE DE UM SUB-ESPAÇO DERR' (ou C’) 


Um sub-espaço de R”, em geral, ou é dado pelos seus geradores ou é possível 
achar esses geradores. Daremos a seguir um dispositivo prático para achar uma 
base desse sub-espaço a partir dos seus geradores. Esse processo se baseia em três 
observações apenas. 


Seja V = [u,,..., ur] um sub-espaço do R”. 


(I) Se no segundo membro da igualdade acima permutarmos dois dos 
vetores que lá figuram evidentemente não alteramos o sub-espaço gerado, isto é, 


V=lu,..., ur. Up. Ur]=[u,...,Up..., Up..., Urd. 
(II) Para todo número real œ tem-se a seguinte igualdade: 
Vetores Ui... U FAU, sus Url. 


De fato, seja u = Bju +... + ju; +... + juj +... + Bru, um elemento 
de V. Esse elemento também pode ser escrito da seguinte maneira: 
-u = ĝiu +... + Bju; — au +... + Bju; + Bju; +... + Bru, = 
= ĝu +... + (6 — Bau; + + BC + au) +... + Bru. 


Logo u€ [u,...,u,...,UW+au,..., Url. 
Fica como exercício provar que o sub-espaço V contém o sub-espaço gerado 
por u,,..., Uj,..., Uj +AU, ..., Ur. (Veja o exercício proposto nº 12, 81.) 
(II) Se ui, us, ..., Ur, se apresentam na forma escalonada, ou seja, se o 


número de zeros iniciais de u, é maior que o de u; e assim sucessivamente, então 
os vetores Ug, ..., Ur formam um conjunto L.I. e, portanto dim V = r. 


Isso não é difícil de ver. Se os geradores de V não formassem um conjunto 
L.I., então teríamos algo como: 


uU = Qaz +... + aqu. 
Mas isso não é possível pois o número de zeros iniciais de u; é certamente dife- 


. rente do número de zeros iniciais de qu; +... + arur, devido à nossa hipótese 
a respeito desses vetores. 
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Exemplo — Seja V = [(2,1,1,0),(1,0,1,2), (0, —1, 1, 4)] C Rĉ. Na 
prática formamos com esses vetores as linhas de uma matriz simbólica da seguinte 
maneira: 


2 1 0 
1 0 1 2 
0 — 1 4 


A seguir aplicamos convenientemente as “operações” (I) e (II) acima até obtermos 
a situação da hipótese de (III). Vejamos como. 


2110 012 1012 1012 
1012ļə>{2110}>ə>[0 1-1-4 |> E 
0-1 14 0-1 14 0-1 14/ Ào 00 0/ 


No que fizemos acima a seta indica apenas a passagem de uma etapa para outra 
do processo. Na primeira passagem permutamos a primeira e a segunda linhas. 
Na segunda passagem multiplicamos por — 2 a primeira linha e o resultado somamos 
com a segunda linha, Na última passagem somamos a segunda linha com a terceira 
linha. Levando em conta (I) e (II) temos que 
V = [(1, 0, 1, 2), (0, 1, —1, -4),(0,0,0, 0)]. 

Como o vetor nulo pode ser retirado do segundo membro desta última igualdade, 
então 

V= O, 0, 1, 2), (0, l, —1, —4)). 
Levando em conta (IH) concluímos que: 

, 40,0,1,2),10,1;-1, -4) 
é uma base de Ve que dim V = 2. 


6. DIMENSÃO DA SOMA DE DOIS SUB-ESPAÇOS 


Seja W um espaço vetorial sobre R. Já vimos que se U e V são sub-espaços 
de W, então U N Ve U + V também são sub-espaços de W. No caso em que a 
dimensão de W é finita as dimensões de U N V e de U + V estão relacionadas 
conforme proposição e demonstração abaixo. 
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Proposição 5 — Seja W um espaço vetorial sobre IR de dimensão finita. 
Se U e V são sub-espaços de W, então: 


dim (U N V) + dim (U + V) = dim U + dim V. 


Demonstração — Seja B, = (u,,..., Ur} uma base de U N V. Como B, é 
L.I. em U e em V, o teorema do completamento nos garante a existência de 
Vi, e.. Vy EU e wi, ..., wt E V de tal modo que B, = (u,,..., Ur, Viy.., 
vs) é base de U e que B} = (u,,...,Ur, W1, -.., Wt} é base de V. Mostremos 
que 


B = {W, ..., Up, Vis o.oo Vss Wis..., Wt} 
é uma base de U + V. 


(a) Seja w E U + V. Então w = u + v (u €E U, v € V). Sendo B, e B3 
bases de U e V, respectivamente, podemos representar 


u = Ql; +... +au + biv +... + Bys 


v= +... + aru + BW +... + biw 
onde as letras gregas indicam, obviamente, números reais. 


Daí 
w=u + v= (a + aj)ui +... + (ar tau + bivi +... + By; + 
+Biw +... + biw. 
Logo [B] = V. 
(b) Suponhamos 
Qu +... + ArUr + Biv H... HBs Hyw t... +t ywo (1) 
Então: 
Qil +... E OUr + pivi t... +BY = — YW — oo 5 YW 
Como o primeiro membro desta última igualdade está em U e o segundo membro 
está em V e se trata do mesmo vetor, então: 
-YW —...—Yyw EUNV. 
Logo existem 1, ..., ôr E R tais que: 
—YıWı ~... — YtWt = OU +... + êrUr. 
Daqui tiramos que 
du H... + rur EYW +... + YW = o. 


Do fato de B, ser L.I., conclui-se então que 
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ê=... = r= y=.. ==. 
Se yı =... = yt = O a igualdade (1) fica: 
cu H... + aru + bivi +... + BY =o. 
Lembrando que o conjunto B, também é L.I. tiramos daí que 
Q=...=Óm=B=...=8,=0. 
Com isso provamos que B de fato é um conjunto L.I. 


Finalmente observando que dim (UN V) =r, dim U =r +s, dim V=r+te 
dim (U + V) = r + s + t, chegamos à fórmula 


dim (U + V) + dim (U N V) = dim U + dim V. = 


Exemplo — Consideremos os seguintes sub-espaços de IR*: 
U= [(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, O)ļ e V = {(x, y, z, t) Ì x + y = 0}. 
Determinemos dim (U N V) e dim (U + V). 


É fácil notar que B = {(1, O, 1, 0), (0, 1, O, 0)} é uma base de U. Logo 
dim U = 2. 


Quanto a V temos: 
uEVk< 
< > u = x(1, —1, 0, 0) + z(0, O, 1, O) + t(0,0,0, 1). 
Logo V= [(1, —1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)]. 


Pela forma escalonada como se apresentam os geradores de V que aí figuram 
podemos dizer que: 


C = (a, =1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, D) 
é uma base de Ve que dim V = 3. 


> u = (x, —X, Z, t), onde x, z, tE R < > 


Por outro lado, decorre da própria definição de soma de sub-espaços que 
U + V = [B U C]. A partir disto podemos achar uma base de U + V do seguinte 
modo: 


1 O 1i 0 1 0 1 0 1 0 1 0 
O 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 
1—1 0 0]-10 0 1 Of>[0 O 10 
Oo 0 1 0 0 0 0 1 O 0 0 1 
0 0 01 1-1 0 0 0 0 0 0 


Logo dim (U + V) = 4 e conseqüentemente U + V = Rt. Disto segue que 
dim (U N V) = 1. 
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x 4. Determinar uma base do Rº que contenha os vetores (1, 1, 1, 1), (0, 1, — 1, 0) e (0, 2, 0, 2). 
EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Mostrar que o subconjunto (1, i} é uma base de C sobre IR. 


Solução 

Os vetores 1 e i constituem um sistema de geradores de Ç sobre IR pois todo elemento de E 
C é da forma al + bi, com ae bem R. Além disso, se x1 +yi=0=0+ Oi (com x, 
y € R), então x = y =0. 

. Mostrar que o subconjunto de vetores: 

to, 2, 2), (0, 4, D) 


é uma base do seguinte sub-espaço vetorial do Rº. 
U = {(x, y, z) E€ R? I x = 0}. 
Solução 


Como (x, y, z) € U se, e somente se, x = 0 e (0, y, z) = y (0, 1,0) + z(0, 0, 1), então 
{(0, 1, 0), (0, 0, 1)} é uma base de U. Logo dim U = 2. Por outro lado (0, 2, 2) e 
(0, 4, 1) são independentes pois (ver processo prático — § 5): 


0 2 2 0:2 2 
—> 
0 4 1 0 0-3 


Logo os vetores dados formam uma base de U, pois pertencem a U. 


. No espaço vetorial R? consideremos os seguintes sub-espaços: 

U = {x,y,z E R? Ix =0} e 

v = [(, 2, 0)}, (3, 1, DI. 
Determinar uma base e a dimensão dos sub-espaços U, V,U + VeUnvY. 
Solução 


De acordo com o exercício anterior ((0, 1, 0), (0, 0, 1)) é uma base de U. Por outro lado 
(1,2,0) e (3, 1, 2) formam uma base de V pois: 


1 2 0 1 2 0 
E 
3 12 0-5 2 
e {(1, 2, 0), (0, —5, 2)) é LL 
Determinemos uma base e a dimensão de U + V: 
0 1 0 1 2 0 1 2 0 1 0 0 
0 0 1i O 1 0 0 1 0 0O 1i 0 
=» -> => 
1 2 0 0 0 1 0 0 1 0 01 
0-5 2 0-5 2 © 0 2 0 00 


Logo U + V = [(L, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, Dle U + V = RÈ. Conseqüentemente 
dim (U N V) = dim U + dim V — dim (U + V) = 1. Como o vetor (0, — 5, 2) está em U 
e está em V, então {(0, — 5, 2)} é uma base de U N V. 


Solução 
ł 1 1 1 ł 1 1 1 
0 1-1 0 ]}—>{0 1-1 0 
0 


2 0 2 0 0 2 2 


Se tomarmos o vetor (0, 0, 0, 1), então o conjunto B = {(1,1,1, 1), (0, 1,— 1,0), (0,0,2,2), 
(0, 0,0, D} é Li. Logo B é uma base do IR. Obviamente, substituindo (0, 0, 0, 1) nessa 
base por qualquer (0, 0, 0, a)(a + 0) obtém-se outra base do IRÎ, 


. No espaço vetorial R? consideremos os seguintes sub-espaços vetoriais: S = [(1, —1, 2), 


2, 1, DI, T = [0, 1, —1), (1, 2, 1), U = {(x, y, z) ix +y =4x-z=0}eV= 
= {(x, y, zZ) | 3x- y-2z= 0). Determinar as dimensões de: S, T, U, V, S +T, SAT, 
T+UeTAU. 


Solução 
1-i 2 1-1 2 
a) ===» 
2 1 1 0 3-3 
Logo dim S = 2. 


b) É imediato que dim T = 2 pois seus geradores já se apresentam na forma escalonada. 


c) Os vetores de U são da seguinte forma: (x, — x, 4x) = x(1, —1,4). Logo ((1,-1,4)J é 
uma base de U e dim U = 1. 


d) Os vetores de V se apresentam assim: (x, y, 3x — y) = x(1, 0, 3) + y(0, 1, — 1). 
Logo V = [(1, 0, 3), (0, 1, —1)]. Como os geradores de V que aí aparecem já estão 
na forma escalonada, então dim V = 2. 


o [1-1 2 1-1 2 pal. 2 

211 0 3-3 0 1-1 
—> — 

0 1-1 0 1-1 0 0 0 

1 2 1 0 3-1 0 0 2 


Logo dim (S + T) = 3 e daf S + T = R°. 
f) A partir das dimensões de S, T e S + T, acha-se que dim (S N T) = 1. 


9 /0 1-1 1 2 4 1 2 1 1 2 1 
ı 2 1 |—{o0 1-1 |—{0 1-1 |—ļ| o 1-1 
1-1 4 1-1 4 0-3 3 000 


Logo dim (T + U) = 2. 


h) A proposição 5 deste capítulo nos conduzirá a dim (T N U) = 1. 
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6. Determinar uma base e a dimensão do espaço solução do seguinte sistema: 


x—y—-z-—-t=0 
S:< 2x +y +t=0 
z-t=0 
Solução 


Inicialmente escalonemos S: 


x- y~ z— t=0 


S= 3y + 2z + 3t=0 
z— t=0 
Daí tiramos: z = t, y=-St e x=5t 


Logo o conjunto solução de S é 


goste ue) 


w| 
| 
fon 
~ 
= 
m 
wr 
- 
mM 
< 


é uma base do espaço solução de S e que, portanto, a dimensão desse espaço é 1. Uma outra 
base de V é {(1, — 5, 3, 3)}. 


. Seja {u1; u2, .., Un} uma base de um espaço vetorial V de dimensão n sobre C. Mostrar 
que (us, ..., Un, is, ..., iun} é uma base de V considerado como espaço vetorial 
sobre R. (Veja Ex. proposto nº 8, pág. 52.) 

Solução 
a) Dado u € V, existem ay + bii,...,an + bni E C de maneira que u = (ay + bidu; + 
+... + (an + bau, pois os vetores u1, ..., un formam uma base sobre C. 
Logo 
u = aū +... + ahun + biliu) +... + byliun), 
o que mostra (ui, ..., Un, iuz, ..., iun} gera V sobre R. 


b) Por outro lado, se 


agug +... + anun + biui) +... + bnGiun) = 0, 


então 

(a1 + biui +... + (an + bni)un = 0. 
Logo ay + byi =... = an + bni = 
Donde aqi 5... 5 apn = bı =... = bp = 0. 


Nota: O exercício nos ensina que se a dimensão de V sobre C é n, sobre IR será 2n. 


8. Consideremos o sub-espaço vetorial de Ma(IR) constituído das matrizes simétricas. Deter- 


10. 


minar uma base desse sub-espaço. 
Solução ` 


Podemos decompor uma matriz simétrica X de M3 (R) da seguinte maneira: 


a b c 1 0 0 00 0 00 0 
X= |b del=alo0 00 +d{0 1 0 +f[0 0 0 + 
ce f 0 0 0 00 0 001 

0 10 0 0 1 00 0 
+b|1 00] +c/0 0 0] +el0 0 1 
0 0 0 1 0 0 01 0 


É fácil verificar que as seis matrizes em que X se decompôs formam um conjunto L.I. 
em Ma (IR). Logo essas seis matrizes formam uma base do sub-espaço das matrizes simé- 
tricas de Ma (IR) cuja dimensão é, portanto, igual a 6. Lembre-se que Ms (IR) tem 
dimensão 9. 


Nota: Generalizando o raciocínio que acabamos de fazer pode-se concluir que o sub-espaço 
ntn 
2 

dimensão n?. É o que pedimos no exercício 16 a seguir. 


das matrizes simétricas de Mn (R) tem dimensão enquanto que Mp (R) tem 


. (Exercício patológico) Mostrar que o conjunto {2} é uma base do espaço V = {x ER | 


|I x > O} cuja adição é dada por u ® v = uv e a multiplicação por escalares por « » u = 
=u, VacR. 


Solução 
Lembremos que o vetor nulo desse espaço é o número 1. 


(a) A teoria dos números reais nos ensina que dado um número real u > 0, existe um 
único número real a tal que u = 2% : a = log, u. Logo u = 2% =a . 2. 


(b) Sea. 2 = 1 (vetor nulo), então 2% = 1, donde a = 0. 


Nota: É claro que todo número real maior que zero e diferente de 1 constitui uma base 
de V sobre R. 


Sejam U e V sub-espaços vetoriais de um espaço de dimensão n. Supondo que dim U Se 
e que dim V > Ti prove que: Un V = {o}. 


Solução 


Consideremos a fórmula dim U + dim V = dim (U + V) + dim (U N V). Se UnV= 
= {o}, teríamos dim (U ^N V) = 0. Daí dim (U + V) = dim U + dim V > n. Absurdo 
pois U + V é sub-espaço de um espaço de dimensão n. 
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EXERCÍCIOS: PROPOSTOS 


1. 


10. Determinar uma base de IRÎ que contenha os seguintes vetores (1, 1, 1, 0), (1, 1, 2, 1). 
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Dar uma base e a dimensão do sub-espaço W de IRº onde W = (x, y, z, E Rix- y= 
=y ex-3y+t=0) 


. Sendo W e U sub-espaços do Rº de dimensão 3, que dimensões pode ter W + U se 


(1, 2, 1, 0), (~1, 1, 0, 1), (1, 5, 2, 1) é um sistema de geradores de W N U? 


. Sendo W o sub-espaço do exercício 1 e U o sub-espaço do Rº gerado por (1, 2, 1, 3) e 


(3, 1, —1, 4), determinar uma base e a dimensão de U + W e de U N W. 


. Achar uma base e a dimensão do seguinte sub-espaço de R: U = {&, y, z, t)lx-y=0 


e x+2y+t=0} 


. No espaço vetorial R? consideremos os seguintes sub-espaços: 


U = {(x, y, 2) | x = 0}, V = {&, y, 2 I y -2z = 0} e 
W= [, 1, 0, (0, 0, 2). 


Determinar uma base e a dimensão de cada um dos seguintes sub-espaços: U, V, W, U A V, 
V+WeU+V+YW. 


. Determinar uma base e a dimensão do sub-espaço de Mg (R) constituído das matrizes 


anti-simétricas. 


. Mostrar que os polinômios 1,1 +t,1 — t? e1 — t — t? — t? formam uma base de Pa (IR). 


. Determinar uma base e a dimensão do espaço solução de cada um dos seguintes sistemas linea- 


tes homogêneos: 


a) x- y=0 bl x+ y+ z=0 
2x — 3y=0 2x — y-2z= 
3x +5 -0 x+4y+52=0 
c) [2x -2y + z=0 df x- y- z- t= 
3x —- y+3z=0 3x- y+2z2-4t=0 
3y + 42=0 2y + 5z+ t=0 


. Mostrar que as matrizes: 


1 1 2 1 01 0 0 
o o)" lo 0 10 02 


o 


formam uma base de M3 (R). 


11. 


12. 


13. 


14, 


15. 


16. 


Para que valores de a € IR o seguinte conjunto é uma base de Rĉ: 
B = {(a, 1, 0), (1, a, 1), (0, 1, a)}. 


Sejam u,, ..., Un Vetores de um espaço vetorial V. Provar que se cada vetor u de S = 
J 1 n p: 

= [u,,...,un] admite uma única representação como combinação linear de uz, ..., Un, 
então os vetores us, . . ., Un formam uma base de S. 


Suponha que Lu, ..., un) é uma base de um espaço vetorial. Mostrar que lu, u + 
+ Wz. -U + Uzt... + un) também é uma base desse espaço. : 


Considere o seguinte sub-espaço vetorial de c: 
w= [(1, 0, d, (1, 1 + i 1 — ìi, (1, -1 — i -1 + 3i] 


Determinar uma base desse sub-espaço. 


Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR de dimensões m e n, respectivamente. Considere o 
espaço vetorial U X V cuja adição é dada por 


(us, v1) + (u2, V2) = (U4 + W2, Vi + v2) 
e a multiplicação por escalares por a (u, v) = (au, av). 


Admitindo que (uy, ..., Uum} e {[Vi, ..., Vn} são bases de U e de V, respectivamente, 
prove que: 
(01, 0), . - . , (um; 0), (0, V1), oo (0, Yn)} 


é uma base de U X V. 


Determinar a dimensão dos seguintes sub-espaços de Mp (R): 
a) Sub-espaço das matrizes simétricas; 
b) Sub-espaço das matrizes anti-simétricas; 


c) Subespaço das matrizes A tais que A = 2At. 
n 

d) Sub-espaço das matrizes A = (ajj) tais que 5 ajj = 0. 
i=1 


7. COORDENADAS 


Vamos trabalhar agora com bases ordenadas de um espaço vetorial V. Uma 


base ordenada é uma base na qual fixamos quem é o primeiro vetor, quem é o segundo 
vetor, etc. 
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Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Dada uma base ordenada 
B = Tu, Us,. Un) 


de V, então todo vetor v desse espaço é combinação linear de B. Ou seja, existem 
Qi, ..., n E R de modo que: 


V = Qu +... + aqu. 


É fácil provar que os escalares que figuram nessa igualdade estão univocamente 
determinados. De fato, suponhamos 


v = Gu Pausa + anun = ĝu Ea at + banun. 
Então: (o, — By)u, +... + (an — Bu, = 0. 
Como o conjunto B é L.I., então a, — Bj =.. 


ai =B1,0 =Bo,... 


. = Qn — fn = 0 e daí 
É) Qn T Bn. 

Definição 5 — Os escalares q, ..., Gn que figuram na igualdade v = aqu, + 
+... + anu,, conforme as considerações acima, são chamados coordenadas do 
vetor v em relação à base ordenada B. 

É conveniente, por outro lado, associar uma matriz às coordenadas do vetor 
u. Assim, seu =au; +... +anun, em relação à base ordenada B = [u,,..., Un), 
considera-se amatrizn x 1 


Qı Q 
ê Bu . 


an / B Qn 


apenas se não houver possibilidades de confusão, como a matriz das coordenadas de 
u em relação à base ordenada B. 


Nota: É evidente a necessidade de trabalhar com bases ordenadas de V (não apenas 
bases de V) para podermos considerar a matriz de coordenadas como foi definida aci- 
ma. Sem ordenar a base, não saberíamos qual seria o &1, O q», etc. 


Exemplo — É fácil verificar que B = {1,1 + t,1 + t?) é uma base ordena- 
da de P, (IR). Achemos as coordenadas de f(t) = 2 + 4t + t? em relação a essa base 
ordenada: 


2+4t +Ê =x] +y +t) +z +t) 
2+4 +P =(xty +z + yt + z = 
z=1,y=4x+y+z=2 


> 


>x=-3,y=4ez=1. 
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Portanto a matriz das coordenadas de f(t) é 4 | ‚em relação à base orde- 


nada B. 


8. MUDANÇA DE BASE 


A partir de agora, diremos apenas base em vez de base ordenada, para facilitar 
o texto. ` 


Seja V um espaço vetorial de dimensão n e consideremos duas bases de V: 
B=l[u,,..., un) e C=(v,,..., vn). Então existe uma única família de 
escalares &;j de maneira que 


vi = QuU +... + QnUn 


emana nara da o na o a 0 0 2 à 


ou simplesmente 


n 
vyj = >, cui G =1,2,..., n). 


i=1 


Definição 6 — A matriz quadrada de ordem n 


& Qi 2.» Qin 

Q21 Q22 Ozn 
P= 

Qni Qno +... Ann 


chama-se matriz de mudança da base B para a base C. 


Exemplos 


1) Qual a matriz de mudança da base B = {1, 1 + t} para a base {1, t} no 
espaço P, (R)? 


1 = x1 + y(i + t) X1 + yi =1 X2 + ya = 
==> e A 
t = x1+ y(i +t) yı y2 


| 
o 


II 
© 
I 
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==> 4 = 1, yı = 0, x, = —1 ey, = 1. Logo 


(5) 


2) Se B = C, obviamente a matriz de mudança de C para B ou vice-versa é 
a matriz idêntica. 


é a matriz pedida, 


Três problemas importantes se apresentam no que se refere a mudanças de 
base, 


Problema 1 — Se a matriz de mudança da base B para a base C é P = (aj) 
e a matriz de mudança da base C para uma outra base D (do mesmo espaço) é 
Q = (Pij), qual a matriz de mudança de B para D? 

Suponhamos B = (uj,..., Un), C=(vi,...,vmbeD=(w,,..., Wnt- 
A definição de matriz de mudança nos garante então que: 


n 
y=> aju G=1,...,n) e 


i=1 


n 
w=) BikYj (k=1,...,n). 
j=1 


Daí 


n n n n 
Wk = ba Bik (> esa) re D2 cs) u (k=1,...,n). 
j i=1 i 


j=1 j=1 j=1 


Então o termo geral da matriz de mudança da base B para a base D é dado 
n 
por ba &ijbjk que é o termo geral de P.Q. Logo a matriz de mudança de B para D 
j =1 
é a matriz PQ. 


Nota: Uma conseguência do que acabamos de ver é que uma matriz de mudança 
de bases é sempre inversível. Senão vejamos. 


Sejam P a matriz de mudança de B para C e Q a matriz de mudança de C 
para B. 
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ap E 


Dos diagramas ao lado decorre que 
PQ = QP = 1. Logo P é inversível 


RR RS 
e) 


J e P-! é simplesmente a matriz de mu- 
; dança de C para B. O a C—O) 


Problema 2— Se a matriz das coordenadas de u € V em relação à base B é: 


X 


] e a matriz de mudança de base de B para C é P = (qij), qual a matriz das coorde- 
nadas de u em relação à base C? 


Seja 
Yn 
essa matriz. 
n n 
Temos então u = D Xju; = a YijVj 
i=1 j=1 


n 
Como cada vj = > ajui (j= 1,2,..., n), então 
i=1 
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Devido à unicidade das coordenadas segue que: 


n 
xi= > aj) (i=1,2,...,n) 
“ja 


ou 


Xn = QuY1 + amy2 +... + Amyn- 
Usando a notação matricial obtemos a relação desejada 
X= PY 
que equivale ainda a Y = P~!X, 


Problema 3 — Se {u;, ..., Un) é uma base de V e P = (aij) é uma matriz 


n 
inversível, então os n vetores vj = 5 ajui (j= 1,..., n) também formam uma 
i=1 


base de V? 


n 
Suponhamos pa xjyj = 0. Então 
j=1 
n n n 
ba Xj QijUi = ` 5 QijXj u = 0. 


n 
j=1 i=1 i=1 j=1 


n 
Daí > &ijx = O (i=1,2,...,n). Como este sistema é homogêneo e a matriz 
j=1 
dos seus coeficientes é P (inversível), então x, =... = Xn = 0. Logo (vi,...,Vn) é 
L.I. e portanto também é base de V. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Determinar as coordenadas do vetor u = (2, 1, 4) do R? em relação às bases: 
a) Canônica, 
b) ((1,1,1), (1, 0, 1), (1, 0, -D). 
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“cita 


Solução 
a) Quanto à base canônica as coordenadas são as próprias componentes do vetor, ou 
seja, 2, 1 e 4, 


b) u = x(1, 1, 1) + y(1, 0, 1) + z, 0, -D=>. 
x+y+2=2 
=> x =1 


x+y-z=4 


Resolvendo o sistema obtido, encontramos x = 1, y = 2 e z = — 1. Logo as coorde- 
nadas de u neste caso são 1, 2 e — 1. A matriz das coordenadas de u é 
1 
2 
—1 


2. Determinar as coordenadas da matriz 


1 -1 
2 0 
de M3 (IR) em relação à base: 
1 0 0 1 o 0 0 0 
o 1) lo of 2 of tia 
Solução 
1-1 1 0 0 ) o 0 0 0 
=x +y +z +t > 
2 0 0 1 0 0 2 0 1 
x = 1 x= 1 
y =-—1 Yo == 
=> 22+ t= 24 2 = Š 
x +2t= 0 t= ah 
2 
Logo as coordenadas pedidas são 1, — 1, - e -—+. 
3. Determinar as coordenadas do polinômio 1 + 2t — be P3 (R) em relação 
a) à base canônica desse espaço; 
b) à base {1, 1- t, 1- t, 1- 
95 


4. 
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Solução 
a) As coordenadas neste caso são obviamente 1, 2,0 e —1. 
b) 1+2t-t? =al +b — t) +c- Ê) +da -t 


> 
a+b+c+d= 1 
-b SA3 
— € = 0 


—-d=-1 


Logo as coordenadas são: 2, -2, O e 1. 


Achar a matriz de mudança da base 


B = (1, 1,0), (0,1, 0), (0, 0, 3) 
para a base canônica do RÊ. 
Solução 
(1,0,0) = a(1, 1,0) + b(0, 1,0) + c(0, 0, 3) 
(0, 1,0) = d(1, 1,0) + e(0, 1,0) + f(0, 0, 3) 
(0,0, 1) = g(1, 1,0) + h(0, 1,0) + i(0, 0, 3) 
a =1 d =0 g 
a+b =0, d+e =1l esg+h =0 
3e = 0 3f=0 3i 


> 


I 
[o] 


li 
pa 


a= 1 d=0 g=0 
b=-|L,Se=1i e<h=0 
A 
3 


Logo: 1 0 


é a matriz pedida. 


| 

Rs 

EN 
v= o o 


No espaço IR? consideremos as bases B = fes exesjec=[ £1. Z2 £3) relacionadas da 
seguinte maneira: 

8 = e + e3 

g2 = 2e1 + e +es 

g3 = e + 2e2 + e3 


Determinar a matriz de mudança de B para Ce de C para B. 


Solução 

Por definição: 
1 2 1 
0 1 2 
1 1i 1 


é a matriz de mudança de B para C. Para achar a matriz de mudança de C para B é só 
determinar a inversa dessa matriz: 


1 2 1!1 0 0 1211100 
j 
o1 2i0 1 0oļ~fo1ı 2! 01 0 
1 1 110 0 1 0-1 0i-1 0 1 
1 2 1110 0 1 2 11100 
t 
o1 2101 0ojļj~fo1ı 210 1 0 
! 1i 1 À 
0 0021-111 o 0 lis 7 7 
E RS | 1 1 1 1 3 
E EA T L0 pieger 
1 1 
o1 o1 Geo dade 
t 1 
PR 1 1 1 Peek M 1 
0 0 l-7777 a o 
Portanto a matriz de mudança de C para B é: 
1 1 3 
-7 T T Siak s 
1 
10-51 |=5[2 0-2 
111 
-7 7 7 Sla a 


6. Considerando os dados do exercício anterior, se as coordenadas de um vetor u em relação 


à base B são 1, 1 e 2, quais as coordenadas desse vetor em relação à base C? 
Solução 


Sejam a, b e c essas coordenadas. Então: 


1 1/3 
a TOTAS : 
b |= 1 0 +1 1 = |-1 
t, dd 
c cs (Ses Ss 
Ed Ds” ! 


97 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. /Determinar as coordenadas do vetor u = (4, — 5, 3) E RŽ, em relação às seguintes bases: 


a) canônica; 
b) 1,1, 1), (1, 2, 0), (3, 1, 0)}; 
c) (1, 2, 1), (0, 3, 2), (1, 1, 4)). 


2. Determinar as coordenadas de 1 — 2i € C em relação à seguinte base de C sobre R: 
{1 =i, 1 +i} 


F 
f 3. [Determinar as coordenadas do vetor (1, 1, i) € Cc, em relação à base (1, O, 0), (0, i, 0), 
w=” (1, i, 1 +i). 


fas Determinar as coordenadas do polinômio É em relação à seguinte base de P3 (R): 


(A 


“o 


{1,2 =t, Ê +1,1+t+t}. 


Si A matriz de mudança de uma base B do R? para a base {(1, 1), (0, 2)} desse mesmo 
espaço é: 


0 


Determinar a base B. 


6. A matriz de mudança da base {1 + t, 1 — 2) para uma base C ambas do mesmo sub-espaço 
de P; (R) é 


1-1 


Determinar a base C. 


7. Considere as bases B = (e, e2, e3} e C = (gy, ga, 83) de IR? assim relacionadas: 
Bi = e — é — e3 
g2 = 2e2 + 3e3 
g3 = 3e1 + e3 
a) Determinar as matrizes de mudança de B para C e de C para B. 
b) Se um vetor u de RÊ apresenta coordenadas 1, 2 e 3, em relação a B, quais as 


coordenadas de u relativamente a C? 


8. Considere o seguinte sub-espaço vetorial de Mz (R): 


x y 
U= Ix-y-z=0 
t 
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a) Mostrar que os seguintes subconjuntos de M,(IR) são bases de U: 


© 
© 
— 
© 
© 
= 


b) Achar a matriz de mudança de B para Cea de C para B. 


c) Achar uma base D de U, de tal maneira que a matriz de mudança de D para B seja: 


(E9) Seja B = Tu, RES un) uma base do espaço vetorial Veseja € = {vi Ts Vn? onde 
TT vi = uņn—i+1 = 1,...,n). Provar que C é uma base de V e calcular a matriz de 
mudança de B para C. 


(10) Seja B = tu, PRC Un) uma base do espaço vetorial Ve seja C = {usu — Uz.. U4 — 


— Un). Mostrar que C é também uma base de V. Achar as matrizes de mudança de base 
de B para C e de C para B. 


APÊNDICE III y : 
Teorema da Invariância 


Lembremos que o Teorema da Invariância, já enunciado na pág. 80, afirma 
que todas as bases de um espaço vetorial dado têm o mesmo número de vetores. 


Precisaremos de três lemas para poder provar o Teorema da Invariância. 


a o an 


Un) uma base de um espaço vetorial V. 
Seu € V e ainda se : 


u=au +... + ajui t... + anun (1) 
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com a; * 0, então o conjunto C = (u;,..., Uj 14, U, Ui, ..., Un} também é 
uma base de V, 


Demonstração — Faremos a demonstração supondo i = 1 para facilitar o 
trabalho com os índices, 


(a) Como a, * 0, da igualdade (1) da hipótese segue que 


u, =bu+fuw +... + nun Q) 
onde 8 = ar", b = -ar "%, ..., Bn = ar tan. 
Seja v E V. Então existem y1, ..., Yn E R de forma que 
V= Y1 + y2 +... + Ynün (3) 


Substituindo (2) em (3) teremos: 
v = (meu + (Yıb2 + Y2) +... + (MB + YU. 
Ficou provado assim qué o espaço V é gerado por 
{u, W, ..., Un). 
(b) Suponhamos i 
xu + xo +... + XnUn = 0 (4) 
com X, X2, ..., Xn em R. Substituindo (1) em (4) teremos: 
(xau, + (xa, + xo)u +... + (xan + Xn)up = 0. 
Como B é L.I. desta última igualdade decorre que: 
xa, = 0, xa, + x2 =0,...,xan + Xp = 0. 
Mas œ; # 0. Logo x = 0, x, = 0,..., Xn =0.m 


Lema 2 — Suponhamos que exista uma base de V com n vetores. Então se 
B = {u;, ..., Un} C V é L.I. e possui n vetores, B é também uma base de V. 


Demonstração — Seja C = {v;, ..., Vn} uma base de V. Então: 
Ur = QV +... + ann (Qi, ..., n E€ R). 


Não podemos ter todos os escalares nessa igualdade nulos, pois isto implicaria 
que u = o o que é impossível já que o conjunto B é L.I. Lôgo um dos q; é não 
nulo. Suponhamos q, # 0. O lema anterior nos assegura então que: 


(Us, Vas ces Vn} 
é uma base de V. Portanto u, é combinação linear deste conjunto, ou seja, 
existem f1, b2, ..., Bn em R de maneira que 


u, =Bu + v2 +... + Bam 
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Também não podemos ter ß, = ... = Ên = 0, senão {u;, u,) seria L.D. e, por- 
tanto, o mesmo aconteceria com o conjunto B. Admitindo que 8, + O teremos, 
em virtude do lema anterior, que 

tu, U2, V3, +...» Vn} 
é também uma base de V. 


A repetição desse raciocínio nos levará à conclusão de que {u;, W,,...,Un) é 
uma base de V. m 


Lema 3 — Suponhamos V como no lema anterior. Então todo subconjunto 
de V que seja L.I. tem no máximo n vetores. 


Demonstração — Suponhamos que exista S = (us,,..., Un, Un+1s -.., Ut} 
C V que tenha t > n vetores e que seja L.I. Então B = (us, ... , Un) tem n vetores 
e é um subconjunto L.I. Logo B é base de V devido ao lema anterior. Daí 

Jai, ..., An E R | una, = Qu +... + anun. 

Então qu, +... + anun + (— Dun +; = 0 O que vem mostrar que o conjunto S 
é L.D. Absurdo. m 

Teorema da invariância — Duas bases quaisquer do mesmo espaço vetorial 
finitamente gerado têm o mesmo número de vetores. 

Demonstração — Sejam B = (u,,...,un)eC=(v,,..., Vm } duas bases 
quaisquer de V. Como B é base de V e C é L.I., então m < n. Analogamente, 
como C é base de V e B é L.I., então n < m. Logo m = n. m 
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carituLo 4 


Transformações Lineares 


1. NOÇÕES SOBRE APLICAÇÕES 


Nos capítulos precedentes nos detivemos estudando alguns aspectos intrín- 
secos dos espaços vetoriais finitamente gerados: base e dimensão, principalmente. 
Neste capítulo nosso enfoque será outro: trataremos de examinar correspondências 
entre espaços vetoriais. As transformações lineares que definiremos no parágrafo 
dois constituem o ponto mais importante desse estudo. Mas antes façamos algumas 
considerações preliminares. 


Definição 1 — Dados dois conjuntos U e V, ambos não vazios, uma aplicação 
de U em V é uma “lei” pela qual a cada elemento de U está associado um único 
elemento de V. Se F indica essa lei e u indica um elemento genérico de U, então o 
elemento associado a u é representado por F (u) (lê-se “F de u”) e se denomina 
imagem de u por F. 


O conjunto U é o domínio e o conjunto V é o contra-domínio da aplicação F. 
Para indicar que F é uma aplicação de U em V costuma-se escrever 


F:U>V 
ou ainda, indicando por u um elemento genérico de U 
u > F(u). 
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Duas aplicações F: U > V e G: U > V são iguais se, e somente se, F (u) = 
= G(u), Yu E U. 

Dado W C U denomina-se imagem de W por F o seguinte subconjunto de 
V: F (W) = {F (u) | u € W}. Se W = U, então F (U) recebe o nome de imagem de F 
e a notação será Im (F). 

Portanto Im(F) = {F (u) | u € U}. x 

Exemplo — Seja S: R? > R? a , 
aplicação dada por S(x, y) É (x, —y), 
y(x, y) no RZ.S pode ser visualizada 
na figura ao lado e leva cada ponto do 
IR? no seu simétrico em relação ao eixo x. 
Em particular a imagem da reta y = x é í Stu)= (x, —y): 
a reta x + y = O (e vice-versa), a imagem e 
do eixo x é o próprio eixo x e a imagem do eixo y é o próprio eixo y. 


` 


Pá 
pr a DE 


Definição 2 — Uma aplicação F: U > V se diz injetora se, e somente se, 
Yu, w E U, F(u) = Fw) => uv = Wy. 


Ou, em outra formulação, se, e somente se, A 
vu, w € U, u fu ==> F(u) * F(u). 


Exemplos E 
1) A aplicação S: IR? > R? dada por S(x, y) = (x, —y), Y(x, y) E R?, é 
injetora pois se u; = (x1, y4) € W = (X2, y2) então: 
F(u;) = F(u,) => (x, -yı) = (x2, — Y2) > X =X e 


yi5 y > ù = h. 


2) A aplicação f : IR? > IR? dada por F(x, y) = (0,x + y, 0) não é injetora 
pois temos, por exemplo, 


(1, 1) # (2, 0) e F (1, 1) = F(2, 0) = (0, 2, 0). 


Definição 3 — Uma aplicação F: U > V se diz sobrejetora se, e somente se 
Im (F) = V, ou seja, para todo v € V, existe u € U tal que F(u) = v. 


, 


Exemplos 


1) S: IR? > R? definida por S(x, y) = (x, —y) é sobrejetora. De fato, 
dado v = (c, d) E R?, basta tomar u = (c, — d) para termos F (u) = v. 


2) F: R? > R? dada por F(x, y) = (0, x + y, 0) não é sobrejetora. Isto 
(x) 


Resumidamente escreveremos sempre S(x, y) para indicar a imagem de (x, y) por S. 
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porque, por exemplo, (1, 0, 0) E R? e não é imagem por F de nenhum elemento 
u € IR? (o primeiro termo de cada imagem é zero). 


IR? F 
me TA 
“2 5 
Im (F) 


(0,t, 0) 


Definição 4 — Uma aplicação F: U > V se diz bijetora se, e somente se, 
F é injetora e é sobrejetora. 

Exemplo — A aplicação S: IR? > IR? dada por S(x, y) = (x, — y) é injetora 
e é sobrejetora conforme já vimos. Logo S é bijetora. 
Nota: Se F: U > V é bijetora, então cada elemento de V é do tipo F (u), com 
u EU bem definido e se fizermos a associação F (u) +> u teremos uma aplicação 
de V em U pois não podemos ter F(u,) = F (u2) e u, # w já que F é injetora. 
Essa nova aplicação assim definida (no caso de F ser bijetora) é cnamada aplicação 
inversa de F e é indicada por F-!. Tem-se então: 


F~ (F@))=u e F(E (v) =v 


vuc U e WEV. 


2. TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Definição 5 — Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR. Uma aplicação 
F: U > V é chamada transformação linear de U em V se, e somente se, 


(a) F(u, + w) = F(u) + F(u), Yu, w EU, e 
(b) F (au) = aF(u), Yace R e ¥uEUU. 


No caso em que U = V, uma transformação linear F :U —> Ué chamada tam- 
bém de operador linear. 
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Hama 


Exemplos 


1) Seja O: U > V a aplicação assim definida: O (u) = o (vetor nulo de V), 
Yu €E U. Verifiquemos que O é linear. 


(1) O, +4) =0 =0 +0 = O(u) + O(n) 
(b) O(au) = o = ao = a0 (u) 
O se denomina transformação linear nula de U em V. 


2) Seja I: U > U definida assim: I (u) = u, Yu E U. É mais um exemplo 
de transformação linear pois: 


(a) I(u, + w) = u +w = I(u) + aa e 

(b) I(au) = au = al (u). 

I é o operador idêntico de U. 

3) F: R? > R? definida por f(x, y, 2) = (x, 2x — z), ¥(x, y, z) E R, 
também é linear. 

Sejam u, = (X1, Yi, Z1) € w = (x2, Y2, 72) em Rº. 

(a) F(u, + m)=F(x + X2, Yi + Y2, Z + z2) = (3i + Xx, 2 (x, + x2)— 
— (zı + 7)) = (31, 2x1 — Z1) + (x2, 2x3 — z2) =F (u,) + F (w). 

(b) Exercício. 

4) F: IR” > R definida por: 

F(x,...,Xn)=(anx +... + am... êm +... + amnXn) 


é uma transformação linear para toda família (aij) de números reais dados. Veri- 
fica-se essa afirmação generalizando o que se fez no exemplo 3. Fica como 
exercício. 


5) Seja D: Pa (IR) > Pa (IR) definida por D (f(t)) = f'(t) para todo polinômio 
f(t) de Pa (IR). (f'(t) indica a derivada de f(t)). 


Como a derivada da soma de dois polinômios é igual à soma das derivadas 
e a derivada do produto de um polinômio por um número é igual a esse número 
multiplicado pela derivada do polinômio, então D é mais um exemplo de operador 
linear. 


Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR e consideremos uma transformação 
linear F: U > V. Valem as seguintes propriedades para F: 


Pı. F(o)= o (F transforma o vetor nulo de U no vetor nulo de V.) 


Prova — Como o é o elemento neutro da adição em V: 
F (o) + o = F (o). 
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O fato de F ser linear e o fato de o ser O vetor nulo de U dão: 
F(o)=F(o+0) = F (0) + F(o). 
Comparando os resultados obtidos tiramos: 
F(o)+o = F(o) + F(o). 
Somando —F (o) a ambos os membros desta última igualdade chegaremos 
a que 


o = F(o).m 


PB. F(—u) = —F(u)}, Yu EU. 
Prova — F (u) + (— F(u)) = o = F (0) = F (u + (—u)) = F (u) + F (—u). 


Logo F(u) + F(—u) = F(u) + (-F(u)). Somando —F (u) a ambos os 
membros desta última igualdade obteremos 


F(—u) = -F (u). m 


Nota: Recomendamos ao leitor que procure justificar cada passagem desen- 
volvida na primeira linha da demonstração de P,. 


P;. F(u, —uw)=F(u;) — F (w), Yu, į EU. 


Prova (exercício). m 


P4. Se W é um sub-espaço de U, então a imagem de W por F é um sub-espaço 
de V. 


Prova — Lembremos que F (W) = {F (w) | w € W} é a imagem (direta) de 
W por F. 


(a) Como F (o) = o, então o € F (W). 
(b) Exercício. 
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(c) Sejam v E F (W) e a E€ R. Então v = F(u), com u E W. 
Logo ; 
av = aF (u) = F(au). 
Como au E W, pois W é sub-espaço vetorial de U, então: 
av E F(W). m 


Nota: A propriedade P4 acima significa que uma transformação linear trans- 
forma sub-espaço vetorial em sub-espaço vetorial, Em outras palavras, uma 
transformação linear “respeita” a estrutura de espaço vetorial, 


Sendo F: U > V linear então 


n n 


F 5 a;uj an ` a; F (ui). 


i=1 i=1 


Prova: Faz-se por indução sobre n. m 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. 


Verificar se a aplicação F: R? > R? definida por: 
F (x, y, z) = (z, x + y) é linear. 
Solução 
(a) Sejam u = (X1, Y1, Z1) € v = (x2, Y2, Z2) dois elementos genéricos de Rĉ. Então: 
F (u + v) = F (x1 + X2, Y1 + Y2, Z1 + Z2) = 
= (Z1 + Z2, &1 + X2) + Y1 + y2)) = 
= (Z1, x1 + y1) + (Z2, X2 + y2) = 
=F (u) + Fv); 
(b) VacRe Yu = Q, y, z) € RÎ; 
F (au) = F (ax, ay, az) = (aZ, ax + ay) = a(z, x + y) = aF (u). 


. Verificar se F : IR —> IR? é uma transformação linear, onde F(x) = (x, 2) YxE R. 


Solução 


Vx, y E IR, temos F(x + y) = (x + y, 2) # (x, 2) + (y, 2) = (x + y, 4). 

Logo F não é uma transformação linear. 

Nota: Como uma transformação linear leva o vetor nulo do domínio no vetor nulo do 
contra-domínio e F(0) = (0, 2) = (0, 0) poderíamos, por este caminho, ter concluído 
que a aplicação F do exercício 2 não é linear. Contudo o fato de uma aplicação F; U >V 
transformar o vetor nulo de U no vetor nulo de V nãe implica que ela seja linear. Procure 
um exemplo. É 
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3. Verificar se a aplicação F : IR? > IR? definida por F(x, y) = (x? + y2, x) é uma transfor- 
mação linear. 


Solução 


Seu=(x,y)ev=(x,y9) € IRZ, então F(u + v) = F(x; + X2 y1 + y2) = 
= ((x1 + x2)? + (Y1 + y2), x1 + x2) = 
= a’ + yŝ, X1) + CH + ss X2) + 2(x1X2 + yiy2, 0) 

e portanto F não é linear. Notar que, apesar disso, F(0, 0) = (0, 0). 


4. Seja V = My(IR) e B uma matriz fixa desse espaço vetorial. O operador F : V > V dado 
por F(X) = BX,WXEV é linear? E quanto ao operador G:V — V dado porG(X) = XB? 
É verdade que F = G? 
Solução 
(a) VXYEV,EX+YW=BX+YW=BX+BY=F(X)+F(Y); 
(b) VXeVe VaceR,F(aX) = B(aX) = a(BX) = af (X). 


Logo, F é um operador linear de Mp (IR). A verificação de que G também é linear é análo- 
ga. Mas, em geral, F + G pois BX + XB. 
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5. Sabendo que F: R? > R? é um operador linear e que 
F(1, 2) = (3, -1) e F(0, 1) = (1, 2), 


achar F(x, y), onde (x, y) é um vetor genérico do IR?. 


Solução 


Observemos de início, que {(1, 2), (0, 1)} é uma base de R?. Determinemos as coorde- 
nadas de (x, y) € RÊ em relação a essa base: (x, y) = a(1, 2) + b(0,1) 


eZa+b=y >Da=x e b=y-2x. 
Logo (x, y) = x(1, 2) + (y — 2x)(0, 1). 
Portanto 


F(x, y) = xF (1, 2) + (y — 2x)F (0, D=x0,-D+(y-29)0,D= 
= (x + y, — 5x + 2y). 


6. Verificar se é linear a transformação F: R? > R, dada por F (x, y, Z) = — 2x + 3y + 7z. 


Solução 

@) Yu = (x1, yı, Z1) € Yv = (x2, y2, z2) € R?, F (u + v) = 

F (x1 + X2, Y1 + Y2, Z1 + Z2) = ~ 2 (X1 + X2) + 3 (y1 + y2) + TZ + 72) = 
— 2x1 + 3y4 + 7Z1 — 2x3 + 3y2 + 7z2 = F(u) + F (v). 


b) VaeRe Vu = (x, y, z) € RÎ, F(au) = F(ax, ay, az) = 
—2 (ax) + 3(ay) + 7 (az) = a(—2x + 3y + 77) = aF (u). 


li 
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===> 4x 


7. Seja P uma matriz inversível de Mn (IR). Mostrar que F: Mp (R) > Mn (IR) dada por 
F(X) =P 1XP é um operador linear desse espaço. 
Solução 
(a) F(X + Y) = P(X + Y)P = PXP + PYP = F(X) + F(Y); 
(b) F (&X) = P! (@X)P = ap ixP) = aF (X). 


oo 


- Mostrar que é uma transformação linear a aplicação 
F: R? > c(lo, 11) 
(espaço vetorial das funções reais contínuas definidas em [0, 1]) dada por: 
F(x, y) = xet + ye?t, V(x, y) E R?. 


Solução 
(a) Yu = (x1, y1) e Mv = (x2, y2) em Rĉ: 
F(u + v) = F@&1 + x2, Y1 + y2) = Œ + x2)e! + (y1 + ype?! = 
= xet + yıe?t + xzet + yz2e?t = F(u) + F(v); 
b) VaER e Yk, y) E€ R?, F (a(x, y)) = F(ax, ay) = (ax)et + (ay)et = 
= a(xet + ye?! = «F(x, y). 


9. Mostrar que é um operador linear de V = C([0, 1]) a aplicação F:V > V dada por 
FO) = ft) Y (D YEO E V, onde Y (t) é um elemento fixo de V. 


Solução 


(a) FCO + g) = (LO + g) PC = OPC + gd pd = FO) + FeO); 
(b) FORD) = (HD PD = «HD PD = aF). 


10. Seja V um espaço vetorial sobre IR. Dado a € R chama-se homotetia determinada pelo 
escalar a a aplicação Hg: V > V tal que Hg (u) = au, Yu E V. Mostrar que Hg é um 


operador linear de V. 

Solução 

(a) Ha (u1 + u2) = Qa(u] + uz) = qu + aus = Ho (uy) + Ha(us); 
(b) Ho(tu) = a(tu) = t(au) = tHg (u). 


11. Num espaço vetorial V sobre IR, dado w € V, chama-se translação definida por wa apli- 
cação Tw: V >V tal que Tọ (u) = u + w, Yu € V. Mostrar que se w + 0, então T não é 


linear. 
Solução 
Vui, uz € V, Ty(lUu + u2) = u4 tu + w e Tylu) + Tw) =u; +w +u +w. 


Logo, se w + 0, Tw não é linear. Por outro lado, se w = 0, então Ty coincide com o 
operador idêntico que é linear. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 10º Seja F : U > V uma transformação linear com a seguinte propriedade: se {u}, ..., Un) éuma 
3 3 base de U, então {F(u;), . . . , F(un)} é linearmente independente em V. Provar que F é 
1. Quais das seguintes aplicações de IR” em IR” são operadores lineares? injetora. 
a) Fi&,y,z)=(x-y,x +y, 0); 
b) F(x, y, 2) = (2x — y + z, 0, 0); 
c) F3 (x, y, z) = (x, X, x); 


d Fax, y, Z) = (2X? + 3y,x, 2). 3. NÚCLEO E IMAGEM 

2. Seja F : IR? —> IR? o operador linear assim definido na base canônica: 
F(1,0,0) = (2,3, 1), F(0,1,0) = (5, 2, 7) e F(0, 0, 1) = (— 2,0, 7). 
Determinar F(x, y, z), onde (x, y, z) é um vetor genérico do IR?. 
Mostrar que F é um operador linear. 


Definição 6 — Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR e F: U > V uma 
transformação linear. Indica-se por Ker(F) e denomina-se núcleo de F o seguinte. 
subconjunto de U: 


E Ker(F) = {u E U | F(u) = 0) 
3. Consideremos o espaço vetorial C sobre IR e seja F: C > C€ tal que F(z) = z, Yz € C. 
Mostre que F é um operador linear. Se tivéssemos considerado o espaço vetorial € sobre C 


seria F ainda um operador linear? Exemplo — Seja F: IR? > IR? a transformação linear dada por: 


F(x, y) = (0, x + y, 0). 
Achemos o núcleo de F. Temos: 
(x, y) E Ker(F) < > (0, x + y, 0) = (0, 0, 0) < 
Logo Ker(F) = ((x, =x) | x E R}. 


4. Verifique se são operadores lineares no espaço Pp (IR): 
(a) F: Pa(R) > Pp (R) tal que F (f(t)) = tí'(t), VE) E Ph (R); 
(b) F: Pp(IR) > Pn(R) tal que F €) = f'(t) + PED, YEO E Pp(R). 


>x=—y 


5. Existe um operador linear F : R? >R? ta que F(1, 1, 1) = (1, 2, 3), F(1, 2, 3) = 
= (1,4, 9) e F(2, 3,4) = (1, 8,27)? Justifique sua resposta. 


6. Seja u = (x, y, Z, t) um vetor genérico do RÎ. Quais das aplicações definidas abaixo são 
operadores lineares do R ? . 
a) F(@)=u+ (4,0, 1, 0); 
b) Fw = (1,0, 1, 1); 
od F(u)=(x,y -z y +2, X+ t); 
d) F(u) = (cos x, y, z, t). 

7.) Sejam U e V sub-espaços de um espaço W tais que W = U @® V. Sejam P; e P3 as apli- 
cações de W em W tais que para todo w = u + v de W (com u E U e v € V) associam, 
respectivamente, u e v, ou seja Pi(w) = u e P2 (w) = v. Mostrar que P4 e P são lineares. 


8. Seja F o operador linear do RÊ tal que F (1, 0) = (2, 1) e F0, 1) = (1, 4). 
a) Determinar F (2, 4); 
b) Determinar (x, y) € R? tal que F(x, y) = (2, 3); 


(e), Provar que F é sobrejetor e injetor (bijetor). Proposição 1 — Seja F:U >V uma transformação linear. Então: - 
/ 9% Seja A uma matriz fixa de Mp(IR). Mostrar que F : Mp(IR) -> Mn(IR) dada por: F(X) = À ; 
(J= XA AX, YX € Mp (lR), é linear. a) Ker(F) é um sub-espaço vetorial de U; 
Se A = Aln com à E IR, o que é F? b) A transformação linear F é injetora se, e somente se, Ker(F) = {0}. 
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Demonstração 
a) (1) Como F(o) = o, então o € Ker(F). 
(2) Sejam u,, u, € Ker(F). Então F(u) = F(u,) = 0. 
Daí F(u, +u)=F(u)+F(uy)=o+o0o=o. 
Portanto u, + w €E Ker(F). 


(3) Exercício: Prove que se u € Ker(F) e a E IR então au E Ker(F). 


b) Suponhamos F injetora. Seja u E Ker(F). Então F (u) = o. Mas F (0) =, 
conforme P,. Logo F(u) = F(o). Usando a hipótese nesta última relação tiramos: 
u = o. Então, se F é injetora, o núcleo de F se resume ao vetor nulo de U. 


Reciprocamente suponhamos Ker(F) = (o). Dados u,, y €E U, então 


F(u) = F(u,) > F(u;) — F) = 0 
===>> F(u, - w4) = 0 =>> u —w E Ker(F) => 


> 


> Wu- u =o > Uu = w% 


o que mostra que F é injetora. m 


Exemplo — O operador linear D: P a(R) > Pá (IR) dado por D(f(t)) = 
= f'(t) é uma transformação linear injetora (operador injetor)? 


Se f(t) = ao + aut + azt? +... + ant”, então D (f(t)) = a +lat+...+ 


t2-! 


+ nan . Logo f'(t) = O tem como conseqüência que a, = a =... = an = 0. 


Portanto f(t) = ao e daí Ker(D) = {ao lao € IR} = IR, ou seja, Ker(D) é o con- 
junto dos polinômios reais constantes. Logo D não é um operador injetor. 


A imagem de uma transformação linear F:U > V foi definida anteriormen- 
te: Im(F) = {F(u) | u E U}. Já vimos que é um sub-espaço vetorial de V. 


O teorema a seguir, que relaciona as dimensões de Ker(F) e Im (F) nos casos 
ém que dim U é finita, é bastante importante. 


Teorema do Núcleo e da Imagem — Sejam U e V espaços vetoriais de di- 
mensão finita sobre IR. Dada uma transformação linear F: U > V, então 


dim U = dim Ker(F) + dim Im(F). 
Demonstração — Seja B, = (us, ..., Ur) uma base de Ker(F). Essa base 
pode ser estendida a uma base B} = (U,,...,Ur,Vi,..., Vg} de U conforme o 
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teorema do completamento. Mostremos que B = {F (v1), ... , F (v;)}} é uma base 
de Im(F). ; 


(a) Dado v € Im(F), existe u € U tal que F(u) = v. Mas u é combinação 
linear de B3: u = qu +... + aur + 61v +... + BV, com os aj eos 8; em 
R, já que B, é base de U. Logo: 


v=F(au +... + aur + bivi +... + By) = 
= ķyF(u) +... + aF (ur) + BE(vi) +... + BF(v9) = 
= b:F(v:) +... + BF(vs) 
pois como u1, ..., Ur E Ker(F), então suas imagens, por F, são nulas. Então 
[B] = Im(F). 


(b) Suponhamos F (v1) +... + BF(v;) = 0 com Bj, ... , Bs E R. Então 
F(bivı +... + Bsvs) = 0, do que resulta que 1v; +... + Bsvs pertence a Ker(F). 
Logo existem a, ..., q E IR de maneira que: ` 


Bivi +... + Boys = Qu +... + au; 


Daí 
au +... + arür + (—b1)v +... + (—b)Y; = 0 
Como o conjunto B, é L.I., podemos concluir que todos os escalares da 
última igualdade são nulos. Em particular 8, = ß, =... = f; = 0. 
= Ficou provado então que B é LI. 
Para terminar a demonstração, basta observar que, como dim Ker(F) = r, 
dim U = r + s e dim Im(F) = s, então dim U = dim Ker(F) + dim Im(F). m 


Corolário — Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR com a mesma dimensão 
finita n e suponhamos F: U > V uma transformação linear. Então são equiva- 
lentes as: seguintes afirmações: 


(I) F é sobrejetora. 
(II) F é bijetora. 
(IID) F é injetora. 


(IV) F transforma uma base de U em uma base de V (isto é, se B é uma 
base de U, então F(B) é base de V). 


Demonstração 
(D > (1) 
Por hipótese Im(F) = V. Levando em conta que dim U = dim V, a fórmula 
dim U = dim Ker(F) + dim Im(F) equivale então a dim Ker(F) = O. Logo 
Ker(F) = {o} e F é injetora. Então F é bijetora. 
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Œ) => (HI) Imediato. 
(D > (IV). 
Sendo B = (u,, ..., Un} uma base de U mostremos que F(B) = {F(u;), 


, F(un)} é uma base de V. Observemos de início que F(B) tem tantos vetores 
como B pelo fato de F ser injetora., Então basta mostrar que F(B) é L.I. Supo- 
nhamos &, ..., Qn E R e qF(u;) +... + &nF (un) = o. Disto resulta, pela 
linearidade de F que 


F(au; +... + anun) = 0. 
Sendo F injetora segue que 
qu +... + anun = 0. 
Como B é L.I. conclui-se que q, = mw =... = Qn = 0. 

(V) > (1) 

Seja v E V. Tomando uma base B = (u,,..., Un} de U, então nossa hipó- 
tese garante que F(B) = {F(u;), ..., F(u,)) é uma base de V. Logo v é combi- 
nação linear de F(B): 

v = F(u) +... + anF(un), com a, ..., Qn ER. 


Como F é linear podemos afirmar que 


v=F(ou +... + nUn). 


Estando em U a combinação linear au, + ... + anun ficou provado que todo 
elemento de V é imagem (por F) de um elemento de U. Ou seja, F é sobrejetoóra. m 


4. ISOMORFISMOS E AUTOMORFISMOS 


Definição 7 — Entende-se por isomorfismo do espaço vetorial U no espaço 
vetorial V uma transformação linear F: U > V que seja bijetora; Um isomorfismo 
F: U > U é um automorfismo de U. 


Exemplos 


1) O operador idêntico I: U > U dada por I(u) = u para todo vetor u do 


espaço é trivialmente um automorfismo de U. 
2) F: IR? > P, (R) definida por F(x, y) = x + (x + y)t é também um 
isomorfismo. De fato. 
(D FO, yi) = Fe, y2) 
= x, + (x, +yo)t 


> X4 =X e yi =y. 


=> X1 + (xı + yı)t = 


> X1 = X, € X, + yi = X + yz > 
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Logo F é injetora. 


(I) Dado f(t) = a + bt € P, (IR) basta tomar u = (a, b — a) para que se 
tenha F(u) = f(t). Então F é sobrejetora. 


MD F(x, y1) + (x2, Y2)) = F(x; + x2, Ya + y2) = x1 +x + 
+a +x +y +y)t=x + + y)t tx + +y)t= 
= F(x, y1) + F(x, y2). 

(IV) A condição F (au) = aF (u) é deixada como exercício. 


Proposição 2 — Se F é um isomorfismo de U em V, então F7! :V >U tam- 
bém é um isomorfismo (de V em U). 


Demonstração 

(D Suponhamos v;, vz € V. e F~* (v) = F~’ (v) = u. Então F(u) = v; e 
F(u) = vo. Daí v, = v}. Logo F`? é injetora. 

(I) Para verificar que F-! é sobrejetora basta observar que dado u €E U, 
tomando v = F(u) teremos: 


F- (v) = F`! (F (u)) = u. 


(IN) Sejam vi, vz € V e façamos F~! (v; + v,) =u. Como F é sobrejetora, 
então existem u;, u, € U de maneira que F(u,) = v; (< > F~! (vı) = u)e 
F(u,) = v, (< > F`! (v2) = w). Substituindo estes resultados na igualdade 
inicial: 


u = F~ (F (w) + F (u)) = F~ (F(u + w)) = 
= u +w = F! (v) + F! (v). 
Voltando à igualdade inicial: 
F~! (v, + v3) = F~! (v1) + F~! (v3). 
(IV) Fica como exercício a demonstração de que: 
F~! (av) = aF~`' (v), VaE Re yvEV. um 


Nota: A proposição acima nos diz que sempre que existe um isomorfismo F: U > V 
também existe um isomorfismo F-!: V -> U (isomorfismo inverso de F) e devido 
a isso dizemos; nesse caso, que U e V são espaços vetoriais isomorfos. Dois espaços 
vetoriais isomorfos U e V muitas vezes são considerados indistintos. Para tanto, 
se F é o isomorfismo considerado de U em V, identifica-se cada elemento u € U 
com sua imagem F(u) E V. 
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É possível estabelecer uma caracterização para os isomorfismos entre espa- 
ços vetoriais de dimensão finita, em termos de dimensão. O lema a seguir nos levará 
a isso. 


Lema — Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR. Se dim U = neB = 
= (us, u2,...,Un) é uma base de U, então, para toda seguência v,,.. . , Vp de veto- 
res de V, a aplicação F : U > V, definida por 


F Da Qiuj D Q&iVi 


1=1 i=1 


é linear e F(u;) = v;(i = 1,2,...,n). Ademais, se G : U >Vélineare G(u;) = vi 
(i=1,...,n),entãoG = 


Demonstração 


u 


n 
D Sejam w; 2a Gu; e W = 5 Bju; vetores de U. Então 


i=1 


aa 


F(w, + wa) (2d ai + Bju; |= > (o; + Bv; = 


i=1 


> av + fi = F(w:) + F(wa) 


II) Fica como exercício a demonstração de que F(aw) = aF(w), para todo 
a ER etodo wEU. 


NI) F(u,) = F(lu, + Ou, +... + Oun) = Iv, + Ov; +... + Ovn = ve 


Obviamente: F(u2) = v2, .. ., F(un) = v, 


IV) Seja w EU. Então w se escreve, de maneira única, como: 


w= > &;u;. Daí, levando em conta que G é linear 
i=1 
n n n 
G(w) = 3 a; G(u;) = 2 a; F(u;) = F ba caju; | = F(w) e, como w é arbitrá- 
i= 1= i= 1 


rno,G =F, E 
Nota: Os vetores vı, ..., Vn no lema anterior não são necessariamente distintos 
entre si. Podem, inclusive, ser todos iguais. Mas os u; = 1,2,...,n)são distintos 


entre si pois B é uma base de U. 
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Teorema 2 — Dois espaços U e V de dimensão finita são isomorfos se, e somen- 
te se, dim U = dim V. 


Demonstração 


(=> ) Seja F:U > V um isomorfismo. Então Ker(F) = {0 Je Im(F) = V. 
Mas, devido ao teorema do núcleo e da imagem, dim U = dim Ker(F) + dim Im(F). 
Donde dim U = dim V. 


(<— ) Sejam B = (u,,...,unjeC= (vi... » Vn Jbases de U e V, res- 
n 
pectivamente, e consideremos F : U > V dada por F > camj= >, Qjvi, confor- 


n Ni=i i=1 
me o lema anterior. Assim, F é linear. Supondo >. av; = 0, como C é L.I., então 
isı 
=0(i=1,...,n)eportanto > caju; = 0. Donde F é injetora. O corolário do 
i=1 
teorema do núcleo e da imagem nos garante então que F é sobrejetora e portanto F 
é isomorfismo. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. 


2. 


Seja F: R? > R? a transformação linear dada por F(x, y, Z) = (x + y, 2x — y + 2). 
a) Dar uma base e a dimensão de Ker (F); 

b) Dar uma base e a dimensão de Im (F). 

Solução 

a) Ker(F) = {(x, y, z) € RÊ | (x + y, 2x — y + z) = (0, OL 


Como 
a =0 x+ y =0 
2x-y+z=0 — 3y +z=0 


cuja solução geral é (—y, y, 3y), y € R, então Ker (F) = {(= y, y, 3y) ly ER} = 
E Aa 1,1,3) | y E R}. Logo Ker(F) = [(- 1,1, 3)]e ((- 1, 1, 3)} é uma base de 
er(F). 


b) Achemos um conjunto de geradores de Im(F) : (x + y, 2x —y + z) = x(1, 2) + 
+ y(1, — 1) + z(0, 1) do que segue que Im(F) = [(1, 2), (1, — 1), (0, 1)]. Para 
determinar uma base de Im(F) usamos o processo prático já estudado (Cap. 3, 8 5): 


1 2 1 2 2 do 2 
1 >1 0-3 >1 0 >| 0 1 
01 01 01 0 0 


Assim, uma base de Im(F) é {(1, 2), (0, 1) Je dim Im(F) = 2. Segue que Im(F) = IR? 
e F é sobrejetora. Para concluir que (a, 2), (0,1) Jé base de Im(F), ver Cap. 3, § 5. 


Determinar uma aplicação linear F: R? > Rº tal que 
m@f)= [(1, 1, 2, 1), (2, 1, 0, 1). 
Solução 


Como dim Im (F) = 2, então dim Ker(F) = 1. Podemos tomar F: R? > Rº tal que 
F(1, 0, 0) = (0, 0, 0, 0), F (0, 1, 0) = (1, 1,2, 1) e F (0, 0, 1) = (2, 1, 0, 1). A imagem 
será o conjunto dado. Temos 


F (x, y, z) = xF (1, 0, 0) + yF (0, 1, 0} + zF (0, 0, 1) = 
=y(l, 1, 2, 1) + Z2, 1, 0, 1) = (y + 2z, y + Z, 2y, y + 2). 


É claro que o exercício em questão admite muitas soluções. 


- Seja F o operador linear de Ma(IR) definido por F(X) = BX,N' XE Ma(IR), onde B € M3 (IR). 


No caso de B = determine Ker(F) e uma base da imagem de F. 


Solução 
x 1 0 x y 
Ker (F) = E M2 (R) | ' = 
z t 2-1 Zz t 
x y o 0 
~ {x-z w-t] Loo 
Como o sistema 
=0 
y=0 
2x-2=0' 
2y-t =0 


só admite a solução trivial F é injetora. Por outro lado, levando em conta o teorema do nú- 
cleo e da imagem, tiramos que dim In(F) = dim Mo (IR) — dim Ker(F) = 4 — 0 = 4. Logo 
Im(F) = Ma(IR) e qualquer base deste espaço é base de Im(F). Observe que F é um auto- 
morfismo de M, (R). Os mesmos resultados seriam obtidos para qualquer matriz B inver- 
sível. p= 


. Mostrar que o operador linear F do R? dado por F(x, y, Z) = (X + Z, X,— Z, y) é um 


automorfismo. Determinar F. 
Solução 


Para achar o núcleo de F devemos resolver o sistema 


x+ =0 
x-z=0 
y=0 


cuja única solução é (0, 0, 0). Logo Ker (F) = {(0, 0, 0)} e F é injetora. Devido ao coro- 
lário do teorema do núcleo e da imagem podemos afirmar que F é um automorfismo. 
Supondo pt (x, y, Z) = (a, b, c), então (x, y, z) = F(a, b, c) = (a + c, a — c, b). Logo 


a +C=X 
a —C=y 
b =z 
do que resulta que a = X b=zec= X5, Logo: 


F-1(x, y, 2) =( 2 Z, 2 e TE + y, 2z,x — y). 
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5. A aplicação linear F: R? > R? dada por F (1, 0, © = (1, 1, 0), F (0, 1, 0) = (0, 0, 1) e 


F(0, 0, 1) = (1, — 1, 6), é um automorfismo? 


Solução 
F(x, y, z) = xF (1, 0, 0) + yF (0, 1, 0) + zF (0, 0, 1) = x (1, 1, 0) + y (0, 0, 1) + 


+ z(1, — 1, 6) = (x + z, x — zZ, y + 6z). Como a única solução do sistema 


X + z=0 
xX — z=0 
y+6z=0 


é a trivial, então Ker(F) = {(0, 0, 0)} e F é um automorfismo do IR?. Outra maneira de re- 
solver: Mostrar que F leva uma base de IR? em uma base de IR?. 


- Mostrar que F: R? E Rº dada por F(x, y, Z) = (X, X — y, y — Z, Z) é injetora mas não 
é isomorfismo de IR? em Rº. 
Solução ` 


É claro que F é linear. Por outro lado o sistema 


x =0 
x-y =0 
y-z=0 
z=0 


só ađmite a solução trivial. Logo Ker(F) = {(0, 0, 0, 0)} e F é injetora. Mas não é 
sobrejetora pois dim Im (F) = dim R? — dim Ker (F) = 3 do que segue que Im (F) + Rº. 


Se usamos o teorema 2, o exercício é imediato. 


. Determinar o núcleo e a imagem, bem como as dimensões respectivas, de F: Pa (R) > P3 (R) 
dada por F(f(t)) = f(t) + tr (t). 


Solução 


Seja a + bt + cê € Ker (F). Isso gaquivale, aa + bt + ct + t? (b + 2ct) = 0 (polinômio 
nulo), ou seja, a + bt + (b + ot? + 20? =0 que por sua vez se verifica se, e somente 
se, a = b = c = 0. Logo Ker (F) = (0). Assim dim Ker (F) = 0. Por outro lado, seja f(t) 
um polinômio genérico da Im (F). Então f (t) = a + bt + (b + c)t? + 2ct? = a + b(t + t”) + 
+ dt + 243). Isto mostra que Im (F) = [1, t + t, t? + 2t]. Como esses três vetores 
que geram Im (F) formam um conjunto L.I. (verifique) então (1, t + Pts 2t? } é uma 
base de Im (F). 
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8. 


Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR e F :U — V uma transformação linear. Provar que, 
se B C U é tal que [B] = U, então [F(B)] = Im(F). 


Solução 

Seja B = (uy, ..., Ur}. Todo elemento v & Im(F) pode ser representado por v = F(u), 
com u € U = [B]. Logo existem &1, ..., «a E R de modo que u = aqu; +... + Ayur- 
Assim v=F(u)=F(au, + ... + arur) = &1F (u1) +... + «Fr (ur) o que vem mostrar 
que v € ÍF(B)]. Ficou provado pois que Im (F) C [F(B)]. Por outro lado um elemento, 
v € [F(B)] é dado por v = aF (u1) +... + aF (ur) = F(au, +... + Qur). Logo 


v € Im (F). Temos então que [F(B)] c Im (F). 


Achar uma transformação linear do IR? no IR? cujo núcleo seja gerado por (1, 1, 0). 


Solução 


A idéia a ser usada na resolução está contida na demonstração do teorema do núcleo e 
da imagem. O conjunto {(1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} é uma base do R? que completa 
a base ((1, 1, 0)} do núcleo da transformação que pretendemos achar. Se tomarmos 
T(0, 1,0) e T(0, 0, 1) linearmente independentes teremos uma base da Im(T), onde T é 
a transformação procurada. Façamos então: T(0, 1,0) = (1, 0) e T(0, 0, 1) = (0, 1). 
Como (x, y, z) =x(1, 1,0) + z(0,0, 1) + (y — x) (0, 1, 0), então T(x, y, D= xT(1, 1, Ô) + 
+ (y — x)T(0, 1, 0) +2zT(0,0, 1) =%{0, Ó) + (y = x)(1, 0) + z0, 1) = (y — x, 2). 


Notemos que o problema admite infinitas soluções. 


. Provar t que o espaço vetorial IR? é isomorfo ao subespaço U = Ta, y, Z) E R? Iz = 0) 


do IR. 


Solução 
A função F: R? > R? dada por F (x, y) = (x, y, 0) é linear injetora e sua imagem é o 
subespaço U. Logo R? e U são isomorfos. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


Para cada uma das transformações lineares abaixo determinar uma base e a dimensão do 
núcleo e da imagem: 


(a) F: R? > R dada por F(x, y, 2J =x +y-2z 
(b) F: R? > R? dada por F(x, y) = (2x, x + y). 


(o F: R? > Rº definida porF(x,y,)=(x-y-zx+y+2Zz,2x-y +z, —y). 
(a) F: Pa (R) > Po (R) dada por F(f(t)) = Pro. 
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*2: 


p 


*10. 


*11. 
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(e) F: Ma (IR) > Ma (IR) dada por F(X) = MX + X, onde 


11 
M = 
0 0 
(£) F: Mo (R) > Ma (R) definida por F(X) = MX — XM, onde 
t -2 
M= 
0 1 


Determinar um operador linear F: R? > R? cuja imagem é gerada por (2, 1, 1) e 
(1, -1, 2. 


Determinar um operador linear do Rt cujo núcleo é gerado por (1, 1, 0, 0) e (0, 0, 1,0). 


Determinar um operador linear do RÊ cujo núcleo tenha dimensão 1. 


Seja F: Rê > R? definida por F(1, 0, 0) = (1, 1, 0) e F(0, 0, 1) = (0, 0, 2) e 
F(0, 1, 0) = (1, 1, 2). Determinar uma base de cada um dos seguintes sub-espaços 
vetoriais: Ker(F), Im(F), Ker(F) N Im (F) e Ker(F) + Im(F). 


Mostrar que cada um dos operadores lineares do IR? a seguir é inversível e determinar o 
isomorfismo inverso em cada caso: 


(a) F(x, y, z) = (x — 3y — 2z, y — 4z, 2); 
(b) F(x, y, Z) = (x, x — y, 2x + y —2). 


Considere o operador linear F do IR? definido por F(1, 0, 0) = (1, 1, 1); F(0, 1,0) = 
= (1, 0, 1) e F(0, 1,2) = (0, 0, 4). F é inversível? Se for, determine o isomorfismo 
inverso. 


Sejam u, v € IR? vetores tais que {u, v} é uma base do IR2. Sendo F: IR? > IR” uma 
transformação linear, mostrar que uma das seguintes alternativas se verifica: 


a) (F(u), F(WJéLI; b) dimim(P=1; c) Im(F)= (0). 


Sejam U e V subespaços do espaço W tais que W = U @® V. Consideremos o espaço 
vetorial U X V cuja adição é (uy, v1) + (u2, v2) = (u; + u2, Vi + v2) e cuja multi 
plicação por escalares é dada por e (u, v) = (au, av). Mostrar que é um isomorfismo 
de U X V em W a aplicação assim definida: F(u, v) = u + v. 


Seja fer kei en} a base canônica do IRN, Seja F: IR? — IR” o operador linear dado por 
F(e,) = ez, F(e3) = e3,..., F(en) = ey. Determinar F(x,,..., Xn) e verificar se F 
é um automorfismo. Se for, ache o automorfismo inverso. 


Considere uma transformação linear T :U > V. Provar que, se o conjunto {T}, dia Tp} 
é LI. em V, então {u1;.. . ur} é L.I. em U. Provar que, se T é injetora e (uy,..., ur) 
é L.I. em U, então {T(u1), ..., T(u)) é LI. em V: 7 


*12; 


*13. 


+14. 


*15. 


Consideremos o espaço vetorial IR” = {(a1, a2, ...) laj E R} 


a) Mostrar que a transformação linear T: IR” > IR” dada por T(as, a2, ...) = 
= (0, a1, a2, ...) é injetora mas não é sobrejetora. 

b) Mostrar que a transformação linear F: R” > IRº definida por F (a1, az, ...) = 
= (az, a3, ...) é sobrejetora mas não é injetora. 


c) Encontrar uma aplicação linear injetora de P(IR) em IR º. 


Consideremos uma transformação linear F: U > V. Se dim U > dim V, prove que 
existe um vetor não nulo uo € U tal que F (uo) = o (vetor nulo de V), (Ou seja 
F não é injetora.) 


Seja W = U & V. Consideremos os operadores lineares de W (projeções sobre U e V, 
respectivamente) dados por Pı (u + v) = u e P2 (u + v) = v, Vu + v € W, com 
u €U ev€ V. Definido H: W > W por H(w) = P4 (w) — Pa (w), Yw E W, mostre 
que H é um isomorfismo do espaço vetorial W nele mesmo, isto é, H é um automor- 
fismo de W. 


Tome W = RÊ, U = [(1, Dl], V = [(1, —1)] e represente geometricamente U, V, W, 
P1, P2, H. 


Provar que o IR? é isomorfo a qualquer sub-espaço de dimensão 2 do IR?, 
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carituLo B 


Matriz de uma Transformação Linear 


1. OPERAÇÕES COM TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR. Indicaremos por L(U, V), daqui para 
frente, o conjunto das transformações lineares de U em V. SeU = V,o conjunto 
dos operadores lineares de U será denotado por L(U). Vamos a seguir introduzir a 
operação de adição em L(U, V). 


$” Definição 1 — Dados F, G € I(U, V), definimos a soma F + Gde F com G 
da seguinte maneira: 


F+G:U>V e (F+GuU=F(u)+G(u), VUEU. 


A aplicação assim definida também é uma transformação linear pois: 
(a) (F + Gu, + w4) = F(u + w) + Gu, +w)= 
= F(u) + F(u,) + G(us) + G(u,) = 
= F(u) + G(u;) + F(u,) + G(u,) = 
= (F + G)(u;) + (F + G)(u,) e 
(b) (F + G)(au) = F(au) + G(au) = «F(u) + «G(u) = 
= a(F(u) + G(u)) = a(F + G)(u). 
Temos assim uma adição (F, G) > F + G em L(U, V). Para essa adição 
valem as seguintes propriedades: 
Œ Associativa: F + (G + H) = (F + G) + H, YF,G,HEL(U, V); 
(I) Comutativa: F + G = G + F, ¥ F, G € L(U, V); 


QII) Existe elemento neutro: a transformação linear nula 0: U > V é tal 
que F + 0 = F, YF E L(U, V); e 


(IV) Para toda transformação F E€ L(U, V) existe neste APER a transfor- 
mação oposta: existe 


(-F) € L(U, V) | F + (-F) = 0. 
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A propriedade comutativa se verifica assim: 

Se F, G € L(U, V) e uE U, (F +G)(u) = F(u) + G(u) = 

= G(u) + F(u) = (G + F)(u), o que significa que F +G = G +F. 

Do mesmo modo se prova a associativa. Que o elemento neutro é a transfor- 
mação nula se prova do seguinte modo: 

Yu E U, (F + 0)(u) = F(u) + O(u) = F(u) + o = F(u). 

Por último, (—F) é aplicação dada por (— F)(u) = —F (u), Vu E U. Deixamos 
como exercício a verificação de que (—F) E€ L(U, V). Por outro lado, Yu E U, 
(F + (—F))(u) = F(u) + (—F)(u) = F(u) + (—F(u)) = o = 0(u), o que vem 
mostrar que de fato F + (—F) = 0. 


A seguir, definiremos a multiplicação de uma transformação linear por um 
escalar. 


-$~ Definição 2 — Dados F € L(U, V) e a E IR, definimos o produto a F de F 
por « assim: 


aF:U >V e (aF)u) = aF(u), Yu E U. 
A aplicação «F assim definida também é uma transformação linear de U em V, 
ou seja, também pertence a L(U, V). Deixamos a constatação desse fato ao leitor. 


Dessa forma ficou definida uma multiplicação de IR X L(U, V) em L(U, V) 
multiplicação essa que tem as seguintes propriedades: 


(D («p)F = a(BF); 

(II) (a + B)F = aF + BF; 

(HD o(F + G) = aF + &G; 

(IV) 1F =F; 
quaisquer que sejam « e Bem R e F e G em L(U, V). 

Façamos a verificação de (IN. Para todo u E U, (a (F + G))(u) = 
a((F + G)(u)) = a(F(u) + G(u)) = aF(u) + «G(u) = 
(«F)(u) + («G)(u) = («F + «G)(u). Logo a(F+G) = aF + &G. 


Do que vimos até aqui neste parágrafo podemos concluir que se U e V são 
espaços vetoriais sobre R, então L(U, V) também é um espaço vetorial sobre IR 
em relação ao par de operações consideradas acima. 


No próximo passo, introduziremos a importante operação de composição 
de transformações lineares. 
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Definição 3 — Sejam U, V e W espaços vetoriais sobre IR. Se FLU >Ve 
g:V > W são transformações lineares, define-se a aplicação composta de F e G (no- 
tação: G O F) da seguinte maneira: 


GoF:U>W e (GoF)(u) = G(F(u)), Yu E U. 


É fácil provar que GOF € L(U, W). De fato: 
(a) (Go F)(u, + m) = G(F(u, + w)) = G(F(u;) + F(u,)) = 
= G(F(u,)) + G(F(u,)) = (GO F)(u;) + (Go F)(u,). 
(b) Fica como exercício mostrar que 
(Go F)(au) = a(Go F)(u). 


É importante considerar, quanto à composição, o caso U = V = W. Pois 
quando isto acontece (G, F) > GOF passa a ser uma operação em L(U) que 
apresenta as seguintes propriedades: 

(D (HoG)oF=Ho(GoF), ¥H, G, F € L(U)(associativa); 

(D) IoF = FoI = F, YF € L(U) (o operador idêntico é o elemento 
neutro da composição); 

(HI) Ho(F + G) = HoF +HoGe(F+G)oH=Fo0H+ GoH YF, 
G, H € L(U) (a composição é distributiva em relação à adição). 

A verificação de (I) e (II) fica como exercício. Quanto à (II) sua primeira 
parte se prova assim: para todo u E V, ((Ho(F + G))(u) = H((F + G)(u)) = 
= H(F(u) + G(u)) = H(F(u)) + H(G(u)) = (Ho F)(u) + (Ho G)(u) = (Ho F + 
+ Ho G)(u); logo Ho (F + G) = HOF + HOG. 


Notas: 


1) A operação (F, G) > FoG não é comutativa em geral. Por exemplo, 
dados F: R? > R? e G: R? > R? porF(x,y)=(x+y,0)eG(x,y)= (x, 2y), 
então 
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(GoF)&, y) = GEQ, y)) = G +y, 0 = (+y, 0) e 
(E 0G)&, y) = F(GQ, y)) = F(x, 29) = (x + 2y, 0). 
Logo GOF + FoG. 


2) No conjunto L(U) define-se potenciação para expoentes naturais assim: 
Fº = I (operador idêntico); F! = F; F? = FoF; F? =FoFoF;... Contudo é 
bom observar que para essa potenciação podemos ter resultados em princípio 
curiosos como F? = I, com F + I e F & —1I, F” = 0 (operador nulo) com F + 0. 
Um operador F € L(U) tal que F? = F chama-se idempotente (ou projeção); se 
F" = 0, para um certo número natural n, então F se diz nilpotente. 

Exemplos 

1) F: R? > R? onde F(x, y) = (0, x) é nilpotente pois: 

Fº (x, y) = F(F(x, y)) = F(0, x) = (0, 0) = O(x, y) 

o que nos garante que F? = 0. 

2) O operador derivação D: Pa (R) > Ph (IR) é nilpotente (por quê?). 


EXERCÍCIO: RESOLVIDOS 


1. Sejam F: R? > R? e G: R? > RÊ as transformações lineares definidas por F(x, y, z) = 
= (x + y, Z) e G(x, y, Z) = (x, y — z). Determinar as seguintes transformações lineares 
de R? em RÊ: 


a) F+G e 
b) 2F — 3G. 
Solução 


a) (F +G), y, 2) = FQ, y, z) + GK, y, Z) = (x + y, z) + (X, y ~ 2) = Qx + y, y); 
b) (2F — 3G)(x, y, 2) = (2F) (x, y, 2) — (3G) (x, y, 2) = 2F (x, y, 2) — 3G (x, y, 2) = 
= 2(x + y, Z) — 3(x, y — Z) = (—x + 2y, = 3y + 52). 
2. Sejam F: R? >R e G: R >R as transformações lineares definidas por F (x, y) = x + 2y 
e G(x) = 2x. Determinar a transformação G o F. 
Solução 
(G o F)(x, y) = G(F(x, y)) = G(x + 2y) = 2(x + 2y) = 2x + 4y. 


Observemos que a composta F O G não está definida. 
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3. Consideremos F, G € L (RÊ) definidos por F(x, y) = (x — y, x) e G(x, y) = (x, 0). 


Determinar: 

a) 2F + 3G; 
b) FoG; 

c) GoF; 

d F; 

e) G3 
Solução 


Todas as transformações a serem determinadas pertencem a LGR?). 

a) QF+36)(x,y)=2F(x,y)+3G(x,y)=2(x-—-y,x) + 3(x,0) = (5x — 2y, 2x); 
b) (@ŒoG)(, y)=F(GGA,y))=F(x,0)= (x, x); 

c)  (GoF)x, y) = G(ŒF(x, y)) = G(x - y, x) = (x - y, 0); 

9 F°, y) = FEQ, y)) =F - y, x) = (~y, x — y); 

e) Gy) = G(G&, y)) = G(x, 0) = (x, 0). 


Como G° = G, então G é um operador idempotente. 


. Sejam F, G € LGR?) definidos por: 
Fx, y) = (0, x) e G(x, y) = (x, 0). 


Determinar: 

a) GoF; o (GoF). 
b) FoG; d) FoG); 
Solução 


a) (GoF)(x, y) = GŒ(x, y)) = G(0, x) = (0, 0). 
Notemos que Go F é o operador nulo, embora nem G e nem F o sejam. 
b) (FoG), y) = F(G(x, y)) = F(x, 0) = (0, x). 
Notemos que F o G = F, embora G não seja o operador idêntico do RÊ. 
c)  (GoF}? (x, y) = (G o F)((G o F)(x, y)) = (G o F)(0, 0) = (0, 0); 
d) (F 0G}, y) = (F 0 G)((F 0 G) (x, y)) = (F o G)(0, x) = F(G(0, x)) = 
= F (0, 0) = (0, 0). 
Notemos então que G o F = 0 e que F o G é um operador nilpotente pois (F o G)? = 0. 


. Sejam F, G € LR, R?) definidas por F (x, y, z) = (0, 2x) e G(x, y, z) = (x — y, x) e 
He LGR?) dado por H(x, y) = (x + y, x — y). Determinar: 


a) Ho(F +G) e 
b) H + DoF, 


onde I indica o operador idêntico. de RÊ. 
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Solução 

a) (Ho(F+G)(G,y,7)=(HoF+HoG)x,y,z) = H(F(x, y, z)) + H(G(x,y,z))= 
= H (0, 2x) + H(x — y, x) = (2x, —2x) + (2x — y, —y) = (4x — y, -2x — y); 

b) (H + DoF), y, z) = (HoF + F) (x, y, z) = (2x, — 2x) + (0, 2x) = (2x, 0). 


. Seja B = (ey, e2, e3} a base canônica do R?. Se F € L(R?) é o operador tal que 


F(e1) = e2, F (e2) = e3 e F(e3) = es, 


a) determinar F(x, y, z); 


b) mostrar que F? = I e que, portanto, F? = F-L 

Solução 

a) F(x, y, z) = F(xey + yez + ze3) = xF (e1) + yF (e2) + zF (e3) = (z, x, y); 

b)! F°, y, 2) = F(z, x, y) = (y, z, x) e F? (x, y, z) = F (y, z, x) = (x,y, Z) = I(x, y, z). 
Logo F? = I. Como F° o F = F o F° = F?, então F? = FL 


. Sejam F € L(RÎ, R?) eGE LGR?, R?) dadas respectivamente por F (x, y, Z) = (x — Y, 
J 


y — Zz) e G(x, y) = (x — y, y — X, X + y). Sendo I o operador idêntico do R? verifique 
se GoF + I é um automorfismo do IR, Se for, determine o automorfismo inverso. 
Solução 
(GoF + DK, y, z) = (G 0 F), y, z) + (x, y, z) = G(x - y, y — Z) + (x, y, z) = 
= (x — 2y + Z, —X + 2y — Z, X — Z) + (X, y, Z) = (2x — 2y + Zz, — xX + 3y — Z, X). 
Determinemos Ker (G oF + I) pela resolução do sistema: 
2x —- 2y +72=0 
—x+3y —-z=0 
x =0 
Não oferece dificuldade verificar que a única solução desse sistema é a trivial e que 
portanto Ker(GOF + I) = {(0, 0, 0)J. Assim G oF + I é um automorfismo do R°. 
Determinemos o isomorfismo inverso. Façamos G o F +I=H. Suponhamos H~! (x, y, zZ) = 
= (a, b, c). Então (x, y, z) = H (a, b, c) = (2a — 2b + c, —a + 3b — c, a). Daí 
2a- 2b+c=x 
—a + 3b- c =y 
a =z 
cuja solução é (z, x + y — Z, 3x + 2y — 4z). Logo 
H`! (x, y, Z) = (Z, X + y — Z, 3x + 2y — 42). 


. Consideremos as seguintes transformações lineares do R? no R°: Fa, y, Zz) = (y, x +2)e 


G(x, y, 2) = (2z, x — y). Mostrar que {F, G} é linearmente independente no espaço 
L(R?, R°). 
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10. 


Solução 

Suponhamos aF + gG = a? (transformação nula). Temos então (&F + 8G)(x, y, z) = 
= (0, 0), ¥(x, y, 2) E Rº. Em particular tiramos o seguinte: 

(&F + 86)(1,0,0) = aF (1, 0, 0) + 6G(1, 0, 0) = a(0, 1) + (0, 1) = (0, a + 8) = 

= (0, 0). Día +8 =0 

Analogamente («F + 8G)(0, 0, 1) = (28, œ) = (0, 0) do que segue « = 28 = 0. Logo « = 

=8=0 

Notemos que bastaria ter aplicado aF + 8G em(0, 0, 1) para concluir o exercício. Normal- 


mente seriam necessárias as duas relações obtidas mais a relação resultante de aplicar aF + EG 
ao vetor (0, 1, 0). 


4 a F e LGR?) definida por F(x, y, z) = (3x, x — y, 2x + y + Zz). Mostrar que 


— Do(F — 31) = 0 (operador nulo). 
Solução 


(E? — Dix, y, 2) = (8x, 2x, 9x). Por outro lado (F — 3D(x, y, z) = 
=(0,x-—- 4y, 2x + y — 227. 


Portanto (F? - D O (F — 3D)Xx, y, 2) = (Œ? — D(0, x — 4y, 2x + y — 2z) = (0, 0, 0). 
Poderíamos também ter observado que (F? — DO(F - 3D = F3— 3F2. F + 3L 


Seja F um operador idempotente (isto é, F? = F) de um espaço vetorial V. Mostrar que 
V = Ker(F) € Im(F). 
Solução 


Todo vetor v € V pode ser assim escrito: v = (v — F(v)) + F(v). A segunda parcela 
obviamente está no sub-espaço Im(F). A primeira está no núcleo pois F(v — F(v)) = 
= F(v) — Fw) = F(v) — F(v) =. Por outro lado suponhamos que v € Ker(F) N Im (F). 
Então v = F(u), com u €E V, e F(v) = F? (u) = F(u) = o. Logo v = o. 


11. Sejam U. e V espaços vetoriais de dimensão finita e F € L(U, V). Define-se posto de F 
(notação p (F)) do seguinte modo: p (F) = dim Im (F). Mostrar que: 
a) p(F +G) < p(F) + (G), YF, G € L(U, V); 
b) p(FoG) < min {p F), p(G)}, YF, G €L(U). 
Solução 
a) Observemos primeiro que Im (F + G) c Im (F) + Im(G). De fato, dado v = 
= (F + G)(u) € Im (Œ + G), então v = F(u) + G (u) o que mostra que v é um 
elemento de Im (F) + Im (G). Então dim Im (F + G) < dim (Im (Œ) + Im(G)) = 
= dim Im (F) + dim Im (G) — dim (Im (F) N Im(G)) < dim Im (F) + dim Im (G), ou 
seja, pF + G) < oŒ) + (G). 
b) Notemos de início que Im (F 0G) C Im (F), pois dado v = (F o G)(u) € Im (F o G), 
então v = F(G(u)) e como G (u) está em U, então v € Im (F). Logo p (F o G) < p (F). 
Por outro lado se considerarmos F como transformação linear de Im (G) em U, o 
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12. 


teorema do núcleo e da imagem nos garante que dim Im (G) > dim Im (F o G), isto é, 
p (F oG) < p (G). 
Portanto p (F o G) < min (po (F), p (G)}. 


Sejam F € L(V) euç € V tais que F” = 0 (operador nulo) e F” — 1 (uo) #0. Mostrar que 


{uo, F (u0), F? (uo), ..., FP! (ug) 
é um conjunto L.I. em V. 


Solução 
Suponhamos que eguo + asF(ug) +... + an-1F" (u0) = o com 


Q0, Ql; -s Ang E R. (1) 


p = F”*? = .=0. Apliquemos Fº! em (1). Teremos 


É óbvio que se F” = 0, então 
- + an- (RR 2 = = aF™ luo) = = o. Como 


aoF (ug) + aF (uo) + ag FP (u0) +. Sa 
ph (uo) * o, então ag = 0. Eliminando aguo E (1) e aplicando FP? às parcelas restantes 
chegaremos a œ} = 0. Repetindo o raciocínio mais n — 2 vezes iremos concluir que 


ao = & =... = an = 0. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


Sendo F, Ge He L(R?) definidos por F(x, y) = (x, 2y), G(x, y)=(y,x+y)e 
H(x, y) = (0, x), determinar F + H, FoG, Go(H + F), GoF, HoF, HoFoGe 
GoFoH. 

Sejam F, G € L(RĈ) assim definidos: 

F(x, y, zZ) = 
Determinar: 
a) FoG; 
b) Ker(FoG) elm(GoF). 

c) uma base e a dimensão de Ker (F? o G). 


& +y,z +y,z) e G(3, y, Z) =. (X + 2y, y — Z, X + 2z) 


. Sejam F € L(R, R?) e G € LGRÊ, IR?) assim definidas: 


F(x, y) = (0, x, x — y) e GQ, y, z) = (x — y, x + 2y +32. 
Determinar F OGOF. 


; Seja FE L(R?) dado por F(x, y) = (y, x). Determine F’ (x, y), sendo n > 1 um 


número inteiro. Mesmo exercício com GE LGR?) dada por G(x, y) = (x, 0). 


. Seja F € L(R? )o operador, dado por F(1, 0) = (2, 5) e F (0, 1) = (3, 4). Verificar 


se são automorfismos do R2: G=I+F e H=I+F+FZ 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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- Mostre que os operadores F, G, H € L(R?) dados por F(x, y) = (x, 2y), G(x, y) = 


= (y, X + y) e H(x, y) = (0, x) formam um conjunto L.I. em L(RÊ). 


- Sejam F e G dois operadores lineares de um espaço vetorial V. Mostre que Ker (G) C 


C Ker (F o G). Dê um exemplo onde vale a igualdade, 


- Sejam F € L(U, V) e G € L(V, W) tais que Ker(F) = {o} e Ker(G) = {o}. Provar que 


Ker(G OF) = (o). 


- Sejam U e V sub-espaços do espaço W tais que W = U @V. Todo vetor w € W se escreve, 


de maneira única, da seguinte forma: w = u + v(uEUevEV). Sendo P, e P, as pro- 


 jeções dadas por P; (w) = u e Pa(w) = v, mostrar que: 


(a) P? =P; e PÊ =P; 
(b) Pi + P3 = I; 
(c) P10 P3 = P2 0P, = 0 (operador nulo de W). 


Mostrar que um operador F € L(V) é idempotente se, e somente se, I — Féidempotente. . 


Seja F € L(RÎ) dado por 

F(x, y, z, t) = (0, x, y + 2x, z + 2y + 3x). 

Mostrar que: 

a) F = 0; 

b) I-— F é um automorfismo do R$ e I + F + F? +FP=d-p 


Seja ŒC o espaço vetorial dos números complexos sobre IR. Consideremos F, G € L(C) 
assim definidas: 


F(z) = <A A) e G(7) = iz, z € C. Calcular: 
a) Fº; d) FoG; 
b Fº, e) (FoG)o(Fo6). 


Determinar se os seguintes operadores lineares do IR? são idempotentes ou nilpotentes 

ou nenhuma das duas coisas: i 

D Fy D= Cx y, z); reles Wos È 

bD FO, y, z) = (7x, y; Certa) med 

o Fly D=(60,20; p PIR] s tao aT sagen 
2 


å) Fxy,20)=(0,0,x. v- Los (o, O) Nei gos 


J 


a 


Seja F € LGR?) definido por F(x, y) = (x, x + y). 
a) Determinar Fº; 
b) Mostrar que F? — 2F + I = (F — I)? = O masqueF — I + 0. 


a aiii o 


15. Sejam F e G operadores lineares de um espaço V tais que FO G = G OF. Mostrar que 
Ker(F) + Ker(G) C Ker(F OG). 


16. Seja F € L(V) um operador tal que F? — F +I = 0. Mostrar que F é inversível e que 
F-1=I-—F. 


17. Sejam F, G € L(V) tais que FOG = GOF. Mostrar que: 


a) Œ + G)? =F? +2@ŒF06G) +G; 
bd) F +6oF-0=F- Q. 

*18. Seja (us, u2, ..., Un) uma base de um espaço vetorial V de dimensão n. Considerando 
o operador linear T & L(V) tal que T(u1) = u2, T (u2) = u3,..., T(n) = uy, 
mostre que T? = I mas que T?! 41, 


19. Mostrar que o operador derivação em Pp(IR) é nilpotente. 


*20. Sejam F, G € L(V). Se F é um automorfismo e a é um escalar + 0, mostrar que: 


paG) = p(G) e p(FOG) = p(GOF) = p(G). 


(Veja exercício resolvido nº 11). 


2. MATRIZ DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão n em, respectivamente, sobre IR. 


Consideremos uma transformação linear F: U > V. Dadas as bases B = (u,,...,Un) 
de U e C = {v1, ...; Vm} de V, então cada um dos vetores F(u;), ..., F (un) 
está em V e conseqüentemente é combinação linear da base C: 

F(u,) = Q11 V1 + Qz V2 Pik Qm1 Ym 

F(u) = G12Vi1 + Q22 V2 RA a Am2 Ym 


ou simplesmente 


m 
F(u) = > aji G=1,2,...,n) 


i=1 


onde os qij estão univocamente determinados. 
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Definição 4 — A matriz m X n sobre R 


Qu (04) +. Qin 
Q a2 Gon 

= (aj) 
Gm Am2 --- Gmn 


que se obtém das considerações anteriores é chamada matriz de F em relação às 
bases B e C. Usaremos para indicar essa matriz a notação 


(F)p,c 


` Notas: 


1) Se F é um operador linear e considerarmos B = C, então diremos apenas 
matriz de F em relação à base B para indicar a matriz acima definida e usaremos 
a notação (F)p para representá-la. 


2) Sempre que não haja dúvidas quanto ao par de bases que estamos consi- 
derando escreveremos apenas (F) para indicar a matriz de F em relação a esse 
par de bases. 


Exemplos 


1) Qual a matriz de F: IR? > IR? dada por F(x, y, z) = (x + y, y + z), em 
relação às bases 


B res {u == (1, 0, 0); u = (0, 1, 0); Us F (0, 0, 1)} e 
C = {v = (l, 0); v = (4, 1)? 


F(u;) = (, 0) es lv; + 0v 
F(w) = (1, 1) = 0v, + 1v 
F (u3) = (0, 1) = —v; + v2 (verifique) 


ae E 
BC loai 


2) Seja U um espaço vetorial sobre IR e seja I o operador idêntico de U. 
Dadas as bases B e C de U, o que é (Dp,c? 


Logo 


Suponhamos B = {u, ..., Un} e C = {v;, ..., Vn}. Então, se (Ds,c = 
= (qij), l 
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MM RN 


Ku) = U, = QV ornus Qni Vn 
I(un) = Un = Aini +... + OnnYn 
o que. mostra que (Dp,c é a matriz de mudança da base C para a base B. 


Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR de dimensões n e m respectivamente. 
Conforme vimos, uma vez fixadas uma base de U e uma base de V, a cada transfor- 
mação linear F € L(U, V) está associada uma única matriz (F) real m x n. Ou seja, 
ficou definida uma aplicação 


F > (F) 
de L(U, V) em Mm xn (IR). 


= —>Proposição 1 — Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR de dimensões n e m 


respectivamente. Então, fixadas as bases B = (u,,...,unjeC=(vy,...,vmjde 
U e V, respectivamente, a aplicação F > (F) que a cada FE L(U, V) associa a ma- 
triz de F em relação às bases B e C é bijetora. 


Demonstração — Suponhamos F, G € L(U, V). Se tivermos (F) = (G) então 
as respectivas colunas de (F) e (G) são iguais e daí F (uj) = G(uj) (j = 1,...,n). 


n n n 
Dado u = D aiu; E U, F(u) = > a;F(u;) = ` &iG(u;) = G(u), ou seja F = G. 


i=1 i=1 i=1 


Que F > (F) é sobrejetora é conseqüência direta da definição de matriz de 
uma transformação linear e do lema que precede o teorema 2 (pág. 118). 


123 
a 1 
ache F € L(R?, IR?) de maneira que, sendo 
B = {(1, 0, 0), (0, 1,0), (0,1,2) e C= {(1, 0), (1, 1), 
se tenha M = (F)g c- 
Da definição de matriz de F decorre que devemos ter: 
F(1, 0, 0) = 1(1, ©) + 0(1, 1) = (1, 0) 
F(0, 1, 0 = 2(1, 0) + 1(1, 1) = 6, 1) 
F(0, 1, 2) = 3(1, 0} + 0(1, 1) = (3, 0). 


Exemplo — Dada a matriz 
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Seja (a, b, c) E IR. Supondo 
(a, b, c) = x(1,0, 0) + y(0, 1,0) + z(0, 1, 2) 


c c 
obtemos:x=a,y=b--— e z = 


3 2º Logo 


F(a, b, o) = F(a(1, 0,0) + (b -SJo, 1,0) +£ 00, 1,2) = 


a1, 0 + (b -$)6, D +46,0 = 
(a+ 3b, b =$). 


Vejamos agora como se comporta a correspondência F > (F) entre os espaços 
vetoriais L(U, V) e Mm xn(IR). 


Dados F, G € L(U, V), se (F) = (aj) e (G) = (fij), em relação ao mesmo par 
de bases Be C, determinemos a matriz de F + G em relação a esse par de bases. 


Supondo B = (u,,..., Un} e C=([vw,..., Vm}, então 


(F + Gu) = F (uj) + G) = 5 an + 5 hii = 


i=1 i=1 
m 
=> (aj +6i)vi (j= 1,2,..., n). 
i=1 


Logo (F + G) = (aij + bij) = (aij) + (Bis) = (E) + (G). 


Em resumo: a matriz da soma de duas transformações lineares é a soma das 
matrizes de cada uma, em relação ao mesmo par de bases. Isto significa que a corres- 
pondência F > (F) comporta-se bem em relação à adição. 


Sejam U e V como acima e tomemos À E IR. Supondo (F) = (aij) o que é 
(NF), em relação ao mesmo par de bases? 


Um raciocínio análogo ao da parte anterior (fica como exercício) leva ao 
seguinte resultado: 
QF) = (hai) = Aa) = AF) 
isto é, a matriz do produto de uma transformação linear por um número é igual 


a esse número multiplicado pela matriz da transformação linear dada. 
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sa gd 


Conclusão: Reunindo os resultados obtidos até aqui neste parágrafo, tira-se a con- 
clusão que, dados os espaços vetoriais U e V sobre IR, ambos de dimensão finita, e 
fixando uma base de U e uma base de V, a aplicação: 

F >(F) 
é um isomorfismo do espaço vetorial L(U, V):.no espaço vetorial Mmx n(IR), desde 
que dim U = nedim V = m. Em particular conclui-se que dim L(U, V) = m - n pois 
esta é a dimensão de Mm xn (IR), conforme já vimos. 


3. MATRIZ DA TRANSFORMAÇÃO COMPOSTA 


Seja U, V e W espaços vetoriais sobre IR de dimensões m, n e p, que admitem 
bases B = (u,,...,un),C = {v1,..., Vm} eD = (wi... , Wp} respectivamen- 
te. Supondo F € L(U, V), G € L(V, W) e que (F)p c = (ij) e (G)c,D = (fki), 
pretendemos determinar (G O F)g p. 


Seguindo a definição de matriz de uma transformação linear: 


(Go F)(u;) = G(F(u;)) = G ( 2 an) = Za ajG(vi) = 


m 
Logo o termo geral de (GO F)p,p é Yķj = 5 PkiQij que é o termo geral 
i=t 


de (G)c,p * (F)p,c- Logo temos a igualdade 


(GºF)s,p = (G)c,p * (P)p,c. 
Costuma-se dizer (imprecisamente) que a matriz de GO F é igual ao produto da 
matriz de G pela matriz de F. 


É de se esperar que isomorfismos e matrizes inversíveis estejam relacionados. 
E o que veremos a seguir. 


Sejam U e V espaços vetoriais sobre R de dimensão m. Se B e C são bases 
de U e V, respectivamente, e F: U > V é um isomorfismo, mostremos que 
(F)p,c é inversível e que a sua inversa é dada por (F- cp. Isto é consequência 
direta da fórmula da matriz da composta, obtida logo acima: 
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(Ps, c * (FDes=(FoFlDc=h e 
(F-De,B - (P)p,c = (Fr! oF)p =h 


pois a matriz do operador idêntico, tanto de U como de V, é Ip. As igualdades 
obtidas provam nossas afirmações. 


Exemplo — Consideremos o isomorfismo F: IR? —> P, (IR) dado por: 
F(x, y) =x + (x + y)t. 
Considerando as bases canônicas B = {(1, 0), (0, 1)} e C = {1, t} desses espaços, 
determinemos (F)g œ. Como 
F(LO=1+1t 
F(0, D) = It 


EE L E 
(F)B,c = 14 


Calculemos a inversa dessa matriz: 


1 011 0 1 01 1 0\ 1 0 
l = l : e portanto 
11101 O 1-1 1 E 1 


é a inversa da matriz de F, ou seja, é a matriz de F7! em relação a C e B. Daí: 
F`! (1) = (1, —1)e 
F =(0, 1) 
do que se conclui que F~! (a + bt) = a(1, —1) + b(0, 1) = (a, —a + b). Esta é 
a lei que define F-!. 


então: 


Como um resultado importante das fórmulas acima, vejamos como se resolve 
o seguinte problema: 


Seja U um espaço vetorial de dimensão n sobre IR. Dadas as bases B = 
= (u,,...;Un) e C=(vi,..., Vn} de U e dado TE L(U), pretendemos esta- 
belecer uma fórmtila que relacione (T)g com (T)ç. Isto com a seguinte finalidade: 
quando se muda da base B para a base C, o que acontece com a matriz de 
T € L(U)? 


Proposição 2 — Nas condições acima, se M é a matriz de mudança da base B 
para a base C, então (Dc =M!.(TDp - M. 


Demonstração — Já vimos (exemplo 2, parágrafo 2 deste capítulo) que a 
matriz de mudança de B para C é (Dc,p, isto é, 


M = (Dec,. 
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Daí então: 
M“! = (Tp, = (Dp,c- 
Portanto 
MTM = De,c(Ds(De,B = Ds,c(De,p = (Dc 


conforme havíamos afirmado. m 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Seja F € LGRÊ, R?) definida por F(x, y, z) = (z, x + y). Determinar a matriz de F em 
relação às bases B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)} de R? e C = base canônica do RÊ. 
Solução 
F(,1, D= (1, 2 =1(1, 0) + 20, 1) 
F (1, 1, 0) = (0, 2) = 0 (1, 0) + 2(0, 1) 
F(1, 0, 0) = (0, 1) = 0 (1, 0) + 1(0, 1) 


1 0 0 
e daí Fg c = n a 


2. Seja F € L (IR, IR?) definida por F(x, y, z) = (z, x + y) (a mesma aplicação do exem- 
plo 1). Determinar a matriz de F em relação às bases B = {(1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)) 
do IR e C = {(1, 3), (2, 5)} do IR?. 


Solução 
F(1, 1, 1) = (l, 2) = a1(1,3) + bi(2,5) (1) 
F (1, 1, 0) = (0, 2) = a (1, 3) + b2 (2, 5) (2) 
F (1, 0, 0) = (0, 1) = a3(1, 3) + b3(2, 5) (3) 
De (1) vem: 
ay + 2b =1 . 
o RR > mesa pel 
3a, + 5b, =2 
De (2) vem 
a, + 2b2 =0 
à a = 4 e tby=-2 
3az + 5ba =2 
De (3) vem 
a3 + 2by = 0 
“ az =2 e bg=-1 
3ag + Sbs =1 . 
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Portanto 
-1 4 2 


Op,c = 1-2 -i 


- Determinar a representação matricial de cada um dos seguintes operadores do IR? em rela- 
ção às bases indicadas: 


a) F(x,y) = (2x,3y — x) e base canônica; 
b) F(x, y) = (3x —4y,x + Sy)ebaseB = {(1, 2), (2, 3)}. 


Solução 
a). F(1, 0) = (2, —1) =2(1, 0) — 1 (0, 1) 2 0 
F) = 
F(0,1)=(0, 3)=0(1,0) + 3(0, 1) -1 3 
b) FA, 2) =(-5, 11) =a, (1, 2) + b1 (2,3) (1) 
F2, 3) = (—6, 17) = a(1, 2) + b2(2,3) (2) 
De (1) vem 
ay + 2b = -5 
> a = 37 e bı = - 21. 
2a, + 3b; = 11 
De (2) vem 
a + 2b, = —6 
> a = 52 e by=-29. 
2a2 + 3b, = 17 
Portanto . 
Ei 37 52 
F = 
p -21 -29 


. Determinar o operador F do R? cuja matriz em relação à base B = (a, D,(, 2)} é: 


1 0 
t 2 


Solução 

Pela definição de matriz de uma transformação temos: 
F(1, 1) = 14, 1) + 1(1, 2) = (2, 3) 
F(1, 2) = 0(1, 1) + 2(1, 2) = (2, 4) 


Escrevamos (x, y) como combinação linear da base B: (x,y) = a(1,1) + b(1, 2), logo 
a+b=x e a+2b=yedaía=2x-y e b=y -~ x. Portanto F(x, y) = (2x — y)(2, 3) + 
+ (y — xX)(2, 4) = (2x, 2x + y). 
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5. Seja F € L(P; (R)) definido por F(g(t)) = (1 — t)g'(t). Determinar a matriz de F em 


relação à base canônica de P, (R). 
Solução l 


A base canônica de Pa (R) é B = (1, t}. Usemos a definição de matriz de uma transfor- 
mação linear: 


F(D=(1-00=0.1-0t 
=> F= 
FO =(-Dl=1.1-1 0 —1 


6. Seja F o operador linear do IR? cuja matriz em relação à base B = [(1, 1), (1, —1)} é 


0 
Ep = 


Determinar a matriz de F em relação à base canônica, usando a fórmula de mudança de base 
para um operador linear. 


Solução 


Indicando por C a base canônica devemos aplicar a fórmula (F)ç = Mp) BM, onde M 
é a matriz de mudança de B para C. Calculemos M. 


(1,0) = x(1, D + y(1, ~ 1) 1 1 
` - > *=5 e ysy 
(0, 1) =z(1, 1) + t(1, - 1) 
ind PES E 1 pa 
e, ainda, z = -3 is 
A 4 
2 2 E 1 1 
M = e M E 
E 1—1 
2 2 
Portanto 
4 1 
1 1 1 0 2 2 
(E)c = = 
Co a =p os sb 1 
2 2 
4 1 
1 5 2 2 3 —2 
~ W espaco 1J \2 3 
2 2 


7. Considere C como espaço vetorial sobre IR. Determine a matriz do operador F € L(C) 
dado por F (z) = Z, Vz € C, em relação à base (1, i} e em relação à base {1 +i, 1 + 2i}. 
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Solução 
a) FM)=i=1=1.1+0-1 1 0 
ra => (F)= 
FM) =i=-i=0.1+(-Di 0-1 


b F0 +i=1-~i= a(i +i) +b 0 +2)=3(1 +i)-2( +2 
F + 2i) =1 — 2i = a (1 + i) + bW + 2i) =4(1 +i -3(1 + 2i) 


3 4 
-2 —3 


> F)= 


. Seja V um espaço vetorial de dimensão 3. Seja B = (e, e, e3} uma base de V. Sendo F 
o operador linear de V tal que F(e;) = e, e que deixa fixos todos os vetores de W = 
= {xe; + yez + zez Í x — y + Zz = 0}, determinar (F)p. 


Solução 


Inicialmente achemos um sistema de geradores de W, Um vetor típico de W é da forma 
w = xe] + (x + Z)ez + Ze3 = X(e; + €2) + z(e + e3). Logo W = le; + e2, e2 + ea]. 
Juntando o fato de F ser linear com o fato de F deixar fixos os elementos de W tiramos: 


F(e} + e2) = F (e1) + F(e2) = e3 +F(eg)=e+e, 
do que segue F (e2) = e; e ainda, 
F (e3 + e3) = F (e2) + F (e3) = e1 + F (e3) = &2 + es 
que acarreta F (e3) = — ey + ez + e3. Em resumo temos: 
F(e1) = 0e14 + le; + 0e3 
F(e) = ley + 0e + 0es 


F(e3) = —e1 + e + es 
e, portanto, 
0 1 -1 
E)p = 1 0 1 
0 01 


. Determinar a matriz do operador derivação em P,(IR) em relação à base canônica desse 


- espaço. 


Solução 

A base canônica de Pn(R) é B = (1, t, t, ..., t”}. Então 
D() =0=0.1+4+0+02 +... +01 

=1.1+0t+00 +... +00 


(or) 
~ 
3 
| l 
=. o 
| 
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So 
pa 
y O 
© 


(D)p = 


10. Seja F E L(P5(IR), IR) a transformação linear assim definida: 


11. 


1 
Fem) = f emma 


Determinar a matriz de F em relação às bases B = (1, t, t, 3 e C = {1}, de P4 (R) e 
R, respectivamente. 


Solução 

1 o 1 elo 1 
F(1) = IR dt = ei = 1; F) = k tdt = 5 |1 5: Analogamente 
F=} e nte Log dj pre (it t4 

3 E BCS i234) 


Verificar matricialmente se o operador linear F € L(R?) dado por F(x; y, z) = (x — y, 
2y, y + z) é inversível. Se for, ache FL também por meio de matrizes. 
Solução 


4 


A matriz de F em relação à base canônica do R? é 


1 -i 
M=[ 0 2 
0 1 
Como 
-i 0/1 0 0 1-1 0/1 00 
I 
o 20:01 0)-[0 10:05 - 
0O 1 1i0 01 011/00 
1, 1 
10 0:10 
1 
os 
O 10:10 50 
1 
MENE: E- 
0 0 1:0-5 1 
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Achemos agora G(x, y). Como 


G0, © = 1(1, 0, 0) + (—1)(0, 1, 0) + 3(0, 0, 1) = (1, -1,3) 
G(0, 1) = 1(1, 0, 0) + 2(0, 1, 0) + 10, 0, 1) = (1,2, 1), 
então 


G(x, y) = x(1, —1, 3) + y(l, 2, 1) = (x + y, -x + 2y, 3x + y). 


15. Seja W = U @® V e suponhamos U e V invariantes pelo operador linear F € L(W), isto é, 
F(U) c U e F(V) C V. Supondo dim U = m e dim V = n mostre que existe uma base 
de W em relação à qual a matriz de F é da forma 


t 
A; Om,n 


On; m! B 


onde A e B são matrizes de ordem m e n, respectivamente, Om, n é a matriz nula de ordem 
m X n e On, m a matriz nula de ordem n X m. 


Solução 
Se (us, ..., Um} e {Vis -.-, Vn} são bases de U e V respectivamente, então B = 
= (us,..., Um, Vis <: -, Vn} é uma base de W. Calculemos a matriz de F em relação a 
essa base. Como F (uj) EUG = 1,..., m) e F~) EV (j = 1, ..., n), então 
F(lu)=aguy +... + “mi Um 
F (um) = cjmus + + “mmlim 
Fly) = Buvi +... + Bnivn 
F(vy) = Binvi + + 8ênnYn 
Fazendo 
“11 “1m Bu Bin 
ÃO | susessesrisa E DS EE 
amı amm bm Bnn 
A i Om,n 
teremos Eg = f-----t2-1- 
nm: B 


16. Determinar todos os operadores lineares S do RÊ tais que S(x, y) = (ax + by, cx) e 
S? = I (operador idêntico). 


Solução 
S? (x, y) = S(ax + by, ex) = (a(ax + by) + bex, c(ax + by)) = 
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a + be=1 

2 z ab = 0 

((a” + bo)x + aby,acx + bey) = (x,y) => E 
ac 

be =1 


Resolvendo o sistema obtido encontramos a = Oe bc = 1,ouseja,c = b-1, Então satis- 
fazem as condições do problema todos os operadores do IR? dados por S(x, y) = (by, br 1x), 
b #0. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Seja F € LGR, R? ) definida por F (x, y, Z) = q +À y — 20: Determinar Or 
sendo B = {(1, 2, 1), (0, 1, 1), (0,3, =} e C=TA, 5), É, -1)}. 


2. Determinar as matrizes das seguintes transformações lineares em relação às bases canô- 
nicas dos respectivos espaços: 
(M FELGR? R?) definida por Fx, y, z) = (x + y, z); 
(ID FE LGR?, R?) definida por F(x, y) = (x + y, X, x — Yy); 
(OD. F e L(RÎ, R) definida por F(x, y, Zz, t) = 2x + y — Z + 3t; 
(IV) F € L(R, R°) definida por F(x) = (x, 2x, 3x). 


: a b 
M = 
c d 


Determinar a matriz do operador linear F € L (M3 (R)) dado por F (X) = MX — XM, 
em relação à base canônica 


de. Ma (R). 


4. Seja F o operador linear de Ma (IR) dado por 
i 1 1 
FŒ = 


XX em Mo (R). Sendo B a base canônica do espaço M3 (IR) determine q traço da 
matriz (F)g. (Nota: traço = soma dos termos da diagonal principal.) 


5. Calcular o traço da matriz do operador linear F E L(IR3) dado por F(x, y, z) = 


=(x,x=y,x+2z). Generalizar para F(x,y,z) = (ax + by + cz, dx + ey + fz,gx + 
+ hy + iz). 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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- Seja F o operador linear do R? cuja matriz em relação à base B = {(1, 0), (1,4)} é 


(P)p = 


Determinar a matriz de F em relação à base canônica, usando a fórmula de mudança de 
base para um operador. 


Seja B = fe, ez, e3} uma base de um espaço vetorial V sobre IR. Sendo F, G € L(V) 
dados por F(e,) = e, — ex, F(e,) = ey + e3, F(e3) = e,,G(ey) = 2e; + e3, G(e2) = ey 
e G(e3) = e, — 3e,, determinar em relação à base B as matrizes dos seguintes operadores 
lineares: 


F,G,F+G,2F-G,FoG,GoF,F? + G°, F7! (caso exista) e (F 0G)* (caso exista). 


. Determinar o operador linear do IR? cuja matriz em relação à base B = ta, 2), (0, 5)} é 


3 1 
2-1 


. Sejam F, G E L (P2 (R), P3 (R)) assim definidos: F(p(t)) = tp(t) — p(1) e G(pt)) = 


= (t — Dp(t), Yp(t) E P3 (R). Determinar as matrizes de F e de G em relação ao 
seguinte par de bases: B = {1, t — 1, (t — 1)? } e C = {1, t - 1, t- 1}, (t — 1º) de 
Po (IR) e P3 (IR) respectivamente. 


i 
Seja F € L(P, (IR), IR) definida por F(p(t)) = E p(t)dt. Determinar a matriz de F em 
relação às bases: 


a) B= {1,t t} e C={1} 
b) B= {1,1 +t, -1 +t} e C=(-2). 


Se a matriz de um operador linear F do R? em relação à base canônica é 


1 0 
0 1 0 
0 1-1 


e se H = I + F + 2F°, determine a matriz de H em relação à base canônica do IR. 
Ache também H (x, y, z). 


Determinar todos os operadores lineares F do IR? tais que F? = F e F(x,y) = (ax,bx + 
+ cy). 


Determinar todos os operadores lineares F do IR? tais que F? = 0 (operador nulo) e 
que F(x, y) = (ax + by, cy). ` 


hi 


14. Sejam F e G operadores lineares do R? tais que: F(x, y, z) = (x, 2y, y — z) e que a 
matriz de 2F — G em relação à base canônica é 


1 1 0 
O 1 0 
1 2 1ł 


Determinar a matriz de G em relação à base canônica. Determinar também G(x, y, 2). 


15. Seja T um operador linear de um espaço vetorial V de dimensão 2. Se a matriz de T 
em relação a uma certa base B de V é 


mostrar que T? — (a + dT + (ad — bo = 0 (operador nulo). 


16. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita ne F E L(V). Se U é um sub-espaço de V 
de dimensão m e se U é invariante pelo operador F, mostrar que existe uma base de V em 
relação à qual a matriz de F é da forma 


A B 
o C 


onde A é uma matriz m x m, B é do tipo m x (n — m), O é a matriz nula (n — m) xme 
C é quadrada de ordem n — m. 


4. ESPAÇO DUAL 


Seja U um espaço vetorial sobre IR. Conforme já vimos o próprio IR é um 
espaço vetorial sobre R. Logo tem sentido falar em L(U, R) como espaço vetorial 
sobre IR. Este espaço vetorial é chamado espaço vetorial dual de U e: costuma ser 
denotado por U*. Assim, L(U, IR) = U*. Cada elemento de U* recebe o nome 
de forma linear ou funcional linear sobre V. 


Exemplos 


1) F: R? > R dada por F(x, y, z) = 2y é um elemento do espaço (R?)* 
pois se trata de uma transformação linear de Rê em R. É portanto uma forma 
linear sobre RÊ. 


2) Em geral como se apresenta um elemento F do espaço dual de IR”? Seja 
F uma forma linear sobre o IR". Indiquemos por (e;,e>,...,enJa base canônica 
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de IR”, isto é, e, = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1). Da- 
do então u = (x,,...,xn) € IR”, u é combinação linear dessa base da seguinte ma- 


neira:u = Xe, +... + xnen. Logo F(u) = x,F(e)) + ... + xnF(en). Se 
indicarmos por kı, ..., kn os escalares F(e;), ..., F(en), respectivamente, tere- 
mos: 


F(x, Ee n = e + ... + knXn. 


Por outro lado, dada uma n-upla qualquer (k, ..., kn) de números reais é fácil 
verificar que a aplicação F: R” > IR, dada por: F(x,,...,xn)=kiXy +... + 
+ knXn é uma forma linear sobre o R”. Então podemos afirmar que F € (R”)* se, 
e somente se, existem números reais kı, ..., kn de forma que 


F(x, ... Xn) = KiXı Prai + knXn, ¥ (Xi -3 Xn) E R”. 


Seja U um espaço vetorial sobre IR de dimensão n. Se B = {u1, ..., Un) é 
uma base de U, então todo vetor desse espaço se apresenta como u = x;u, + 
+... + XnUn, com os x; em IR, e é fácil verificar que pertencem ao dual de U 
as aplicações F,, ..., Fn assim definidas: 


F:U>R e Fi(u)=x (i=1,...,n). 
Dado F € U* suponhamos que F(u,) = ki, ..., F(Mm) = kn. 
Então F(u) = x;F(u) +... +txnF(u)=kx +...tknxn=kF(u) + 
+... + knFa(u) = (kF, +... + knFn)(u). Como u é genérico conclui-se que 
F=kF, +... + knFn. Com isso provamos que [F,,..., Fa] = U+. 


Por outro lado, se admitirmos que œF; +... + &nFn = O (transformação 
nula), teremos: 


EF (u) Fra QnFn (u) =Ô=0 
QiFı (Un) +... +tanFn(Uun) = Qn =0 
o que vem garantir que {F;, ..., Fn} é um conjunto L.I. em U*. > 


Assim provamos o seguinte teorema: 


Teorema 1 — Se B = {u;, .. . , Un} é uma base do espaço vetorial U, então as 
aplicações F,, ..., Fn que associam a cadau = xu; + ... + XnUn E U os ele- 
mentos X1, ..., Xn, respectivamente, pertencem a U* e constituem uma base deste 


espaço. Logo, se dim U = n, então dim U* = n. 


Nota: A base (F,, ..., Fn} construída no teorema acima leva o nome de base 
dual da base B = (u,,..., Un). 
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Exemplo — Determinar a base dual da base B = ((1, 0), (1, 1)) do R?, 
Sejam u; = (1,0) e w = (1, 1). Conforme o exemplo 2 dado neste parágrafo: 
Fi(x,y)=ax+by e 
F (x, y) = cx + dy 


faltando-nos determinar a, b, c e d. Mas isto é questão apenas de fazer algumas 
substituições convenientes: 


H 


| 
= O Om 


F;(u;)) =al + bO 

F, (u) =al + bl 

Fz (u) = cl + dO 

F, (w) = cl + dl 

Logo a = 1, b = —1, c = 0 e d = 1. Assim a base dual de B é {F;, F2}, onde: 
Fix, y) =x- y eF, kR, y) =y, Y, y) ER’. 


h 


5. MATRIZES SEMELHANTES 


Dadas as matrizes P e Q, ambas quadradas e de ordem n, dizemos que P é 
semelhante a Q se, e somente se, existe uma matriz inversível M, também de 
ordem n, de modo tal que: 


P = MQM. 
É fácil ver que a semelhança assim definida é uma relação de equivalência em 
M,a (R). 
A semelhança de matrizes está intimamente ligada à mudança de base e re- 
presentação matricial de operadores lineares. 


De acordo com a proposição 2 demonstrada neste capítulo duas matrizes do 
mesmo operador linear são semelhantes. Mas também vale a recíproca desse fato: 
se P = M“ QM, então P e Q representam um mesmo operador linear. Provemos 
esta afirmação, 

Tomemos uma base B de IR” (estamos supondo as matrizes reais e de 
ordem n) e seja F E€ L(R”) o operador tal que (F)p = Q. Suponhamos B = 
= (u,,..., Un} e M = (aij). Consideremos então os vetores do IR”; 
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ecos nc o a as o o o o 4 0 04 


Vn = Qin +... + QnnUn. 


Como a matriz M é inversível pode-se concluir que o conjunto C = {v1, ... , Vn} 
também é'uma base de IR”. Como obviamente M é a matriz de mudança da base B 
para a base C, então M = (Ic,p. Teremos então 


P = MOM = Og, Oc, = (Fc. 
Logo P é a matriz de F em relação à base C. 


“A semelhança de matrizes aparece também no problema de diagonalização 
de uma matriz. 


Definição 5 — Uma matriz quadrada se diz diagonalizável se for semelhante 
a uma matriz diagonal. 


- À questão de saber se uma matriz quadrada é ou não diagonalizável é bastante 
importante mas somente será tratada no capítulo 2 da parte 2. A seguir daremos 
apenas um exemplo. 


A matriz 
1 2 
3 2 
é diagonalizável pois se considerarmos a matriz inversível 
2 1 1 1 
M = então M“! = — 
3 — 5 À3 -2 
e calculando teremos: 
4 0 
M“!AM = gan te é uma matriz diagonal. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Sejam F; e Fz os funcionais lineares de (IR?)* definidos por Fı (x, y) = 2x +y e 
Fo (x, y) = x — 3y. Determinar: 
a Fi + 5F3 e f 


b) —3F4 + 2F7. 
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Solução 

a) (Fi + 5F2)(x, y) = F1 (x, y) + 5F2 (x, y) = 2x + y + 5(x — 3y) = 7x — 14y. 

b) C3F, + 2F2)(x, y) = ~3Fı (x, y) + 2F2(x, y) = 30x + y) + 26x — 3y) = 
= — 4x — 9y. 


. Determinar a base dual da seguinte base do RÊ: 


{G, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 2)} 
Solução 
Seja (F4, F2, F3} a base dual procurada. Essas transformações são dadas por 
F(x, y, Z) = ax + ay + agz 
Fo (x,y, 2) = bjx + bay + baz 
Fs(x,y,2)= cx + cy + caz 


Fazendo (1, 1, 0) = e1, (0, 1, 0) = ez e (0,0,2) = e3 os coeficientes aj, bj e cj = 1,2, 3) 
nas igualdades acima se determinam levando em conta que Fj(ej) = 1 sej=ic Fj(e) =0 
se j #i(j = 1, 2, 3). Assim: 


Fı (e1) = ag + a2 =1 a = 1 

F; (e2) = az =0 ><a =0 => Fi(x,y, z) =x. 

Fi (e3) = 2a; =0 az = 

Analogamente 

Fz (e1) = bı + bz =0 by = -1 

Fo (e2) = b2 =1)5D>D>(b= 1 => Fk, y, J) = -x+y 
Fo (e3) = 2b3 = b= 0 

Por último 

F3 (e1) = c1 + 02 =0 c=0=0 

F3 (e2) = c2 =0 > ase 1 => Fs(x, y, 2) =. 
Fa(e3) = 2c3=1 3 a2 


. Verificar se os funcionais lineares F1, F2, F3 do (IR?)*, abaixo definidos, formam uma 


base deste espaço: . 
Fix, y, 2) = 3x — y, F2 (X, y, Z) = x + 2y + z e F3(x, y, z) = 5y — 3z. 
Solução 


Basta verificar se eles formam um conjunto L.I. pois dim (R?)* = 3. Suponhamos que 
a1F4 + 02F2 + a3F3 = 0 (funcional linear nulo). Então (&1F; + &2F2 + a3F3)(x,y,2) = 
= 0 (número zero), ¥ (x, y, 2) E RÌ. Daí: 


a1 (3x — y) + a(x + 2y + z) + a3(Sy — 57) = 
= (3a; + &2)x + (-a + 209 + Sas)y + (0) — 5a3)z = 0, Yx, y, ZER. 
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Portanto 


301 + qq =0 aj — 202 — 503 = 0 
—o + 202 + Saz = O que é equivalente a a — 503 = 0 
O — 5as =0 as = 0 


Logo a) = q) = az = 0 que vem garantir que (F4, F2, F3} é LI. e portanto é uma 
base de (R?)*, 


. Seja V = Rº. Consideremos o sub-espaço W* de V* gerado pelos funcionais F4, Fz e 
F3 dados por F; (x, y, z, t) = 3x — t, F2(x, y, z, t) = 5z -teFa(xyz)=x+2z. 
Determinar o seguinte sub-espaço de V: 


W= {u € V | F(u) = 0, YF e W*} 
(Mostre antes que, de fato, W é um sub-espaço de V). 


Solução 


Mostremos que W é sub-espaço de V. Como F (0) = 0, YF € W*, então o € W; se uj e 
uz € W, então F(u; + u2) = F (u1) + F(w) = 0 + 0 = 0, YF € W*, o que mostra 
que u; + u2 € W; se u E W e a é um escalar, então F(au) = aF (u) = æ . 0 = 0, para 
todo F € W*, o que significa que au € W. Por outro lado, como 


aF + a2 F2 + &3F3 = 0 <=> 
<=> a (3x — t) + a (5z — t) + az (x + z) = 0, Yx, y, z tER 
< Gay +as)x+ (Saz + a3)z + (— o; — a)t = 0, Yx, y, z tER 
301 +az=0 
< > Saz + 03 =0 
q + q =0 


cuja única solução é a] = az = «3 = 0, segue que: (F4, F2, F3} é L.I. e dim W* = 3. 
É fácil notar que dado u € Rº 
ucW <=> F; (u) = F3 (u) = F; U) = 0 <> 


3x —t=0 
[E> Sz-t=0 
x+ zZ =0 


Como a única solução deste sistema é a trivial x = z = t = 0, então: 
w= {0,y, 0,0 ly ER}. 
Uma base de W é {(0, 1, 0, 0)}. 


- Sejam F e G dois funcionais lineares não nulos sobre um espaço vetorial V de dimensão n. 
Supondo Ker(F) + Ker(G), determinar as dimensões dos seguintes sub-espaços de V: 
Ker(F), Ker(G), Ker(F) + Ker(G) e Ker(F) N Ker(G). 
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Solução 


O teorema do núcleo e da imagem nos diz que dim V = n = dim Ker(F) + dim Im (F) = 
= dim Ker(G) + dim Im (G). Como Im (F) CIR, dim R = 1 e F # 0, então dim Im (F) = 1. 
Analogamente dim Im (G) = 1. Logo dim Ker(F) = dim Ker(G) = n — 1. Por outro lado, 
o teorema da dimensão da soma nos garante que: 

dim (Ker(F) + Ker(G)) + dim(Ker(F) N Ker(G)) = dim Ker(F) + dim Ker(G) = 2n — 2. 
Em geral, Ker(F) C Ker(F) + Ker(G) e devido à hipótese Ker(F) + Ker(G), teremos 
Ker(F) S Ker(F) + Ker(G); então necessariamente Ker(F) + Ker(G) = V. Logo 
dim (Ker(F) + Ker(G)) = n e daí vem 


dim (Ker(F) N Ker(G) = (2n —- 2) -n=n-2. 


. Mostrar que as mattizes 


não são semelhantes. 
Solução 


Devemos mostrar que não existe uma matriz inversível 


a b 
M = 
c d 
tal que 
E 01 1 1 
M M = 
0 0 0 0 
ou, o que é equivalente, 
01 1 1 
M =M 
0 0 0 0 
Como 
c=a 
0 1 a b a b 1 1 d=a 
SE <DD> 
0 0 c d c d 0=c 
0=c 
teremos necessariamente 
0 b 
M = 
o 0 


que não é inversível para nenhum valor de b pois tem uma linha nula, 
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7. Seja F um operador linear de um espaço vetorial V de dimensão n. Se pri =0 (operador 
nulo) e FN-2 + 0, mostre que existe uma base B de V em relação à qual a matriz de F é 
da forma seguinte, com ay,..., ag E R: 


as 0 0...0 0 
a2 01 0 0 
ana 0 10 
anı 0 0 01 
an 0... 0 0 


Solução 
Como FP? + 0, então existe ug E V de maneira que Fº? (uo) + o. Então o exercício 
resolvido 12 (§ 1 — deste capítulo) nos garante que é L.I. o conjunto 
{uo, F (uo), F° (uo), ..., FP? (u9)). 
Logo este conjunto pode ser completado com um vetor v de modo a formar uma base 
B = {v, F"? (uo), FP (uo), ~. - „ F (uo), uo} 

do espaço V. Achemos a matriz de F em relação a esta base. 

F(W)=ayv+ aF”? (uo) +... + an-ı F (uo) + anuo 

F (F? (u9)) = F”! (uo) = Ov + OF” (uo) +... + OF (uo) + Ouo 

FE" (uo)) = Ov + 1F”~? (uo) +... + OF (uo) + Ouo => 


F (uo) = Ov + OF” (uo) +... + 1F (uo) + Ouo 


ai 0 0...0 0 
az 0 o 0 
> E)p= | óraesisnsaasingasas 
an-1 0 1 
an 0 0...0 0 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Sejam Fı e Fz € (R)* definidas por Fi(x,y,z) = x — 3y + 2z e F(x, y, Z) = 
= 2x — y + z. Determinar F; + F2, 2F1 + 3F3 e os respectivos núcleos. 


2. Seja F € (R3)* definida por F (1, —1, 3) = 0, F(0, 1, —1) = 0 e F (0, 3, -2) = 1. 
Determinar F(2,~1, —3). 


3. Determinar as bases duais de cada uma das seguintes bases: 
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*6. 


10. 


*11. 


12. 


*13. 


a {(, 1, 2), (1, 2, 0), (3, 4, 0) do RÊ; 

b) (1, 2), (0, 1)) do Rº; 

cœ)  {(0, 1, 0, 0), (2, 1, 0, 0), (0,0, 1, 1), (0, 0, 0, 3)} do RÎ; 
d) {1, t, 1 — t?} do espaço P3 (R). 


Seja V = IR?. Considere o sub-espaço W* de V* gerado pelos funcionais F e G dados 
por F(x, y, z) = x — y eG(x,y,z) = y — 2z. Determinar uma base do seguinte sub-espaço 
de V:W = {u E V |F) = 0, VFEW*. 


Provar que todo sub-espaço vetorial W de V, com dim W = dim V — 1, é o núcleo de uma 
forma linear não nula. 


Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Sejam u e v dois vetores desse espaço com 
a seguinte propriedade: (YF € V*\F(u) = o == F(v) = 0). Mostrar que {u, v} 
éL.D. 


Sugestão: Se fossem L.I. existiria uma base B de V contendo u e v. Considerar a base 
dual. 


Verificar se são bases de (Rê)* os seguintes conjuntos: 
a) {F, G, H}, onde F(x, y, z) =2x,G(x,y, zZ) = y + z e H(x, y, Z) = x — 2z; 
b) {F, G, H}, onde F (x, y, z) = 2x +y ~Z, G(x, y, Z) = x e H (x, y, zZ) =x — y +42. 


Sejam F e G formas lineares não nulas no espaço vetorial V, linearmente dependentes. 
Prove que Ker(F) = Ker(G) e sua dimensão é n — 1 se dim V = n. 


Mostrar que a semelhança de matrizes é uma relação de equivalência no conjunto Mp(IR). 


Verifique se são semelhantes as matrizes: 


-1 -2 1 0 
e 
1 2 o 0 
Provar que se A e B são semelhantes então A” e B” são semelhantes, para todon > 1. 
Sendo p(t) um polinômio, p(t) = ao + ayt + ... + ant", indicamos por p(A) a ma- 
triz p(A) = agl + ajA +... + aņA”. Provar que se A e B são semelhantes, então 


p(A) e p(B) são semelhantes. 

Para que valores de a, b e c (reais) as seguintes matrizes de M3 (R) são semelhantes? 
a —b c 0 
b a 0 —c 


Sejam A, B, C, D matrizes de ordem n, sendo A e B semelhantes, C e D semelhantes, 
E verdade que A + C e B + D são semelhantes? 


E quanto a AC e BD? 
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carítuLo Ô 


Espaços com Produto Interno 


1. PRODUTOS INTERNOS 


Lembremos, de início, que um dos 
conceitos fundamentais quando se estu- 
dam os vetores da geometria é o de “produ- 
to escalar”, que nada mais é do que uma 


aplicação que a cada par de vetores (u, v) 
: x >> 
associa um número real dado por ú x V = 
= |ullV|*cos6 onde 0 éo ângulo for- 
mado por Ù e V. Se em relação à base fun- 
damental {È}, É) temos U = xii + xj + 


+ xk e v = yii + yaj + ysk, então 


U X 7 = X1Y1 + X2Yy2 + X3y3. 


O que faremos neste capítulo é generalizar a definição de “produto escalar” 
visando a introduzir, entre outras coisas, o conceito de “distância” em situações 
bem gerais. 


Definição 1 — Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre R.* 
Entende-se por produto interno sobre V uma aplicação que transforma cada par 
ordenado (u, v) E V X V em um número real (que indicaremos por <u, v>) 
obedecendo às seguintes condições: 


(a) <u + v, w> = <u, w> + <v, w>, Yu, v, w €E V; 
(b) <au, V> = a <u, V> Ya E R e Yu, vE V; 


(+) 


A definição a ser dada aqui seria um pouco diferente no caso de espaços vetoriais 
sobre Œ. No apêndice, ao fim do capítulo, daremos uma idéia de como seria esta 
questão no caso de o corpo de escalares ser o dos complexos. 
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(c) <u, V> = <y, u>, Yu, vE V; e 


(d) <u, u> é um número real maior que zero para todo vetor u £o. 


Definição 2 — Um espaço vetorial real com produto interno ou espaço eucli- 
diano é um espaço vetorial sobre IR munido de um produto interno. 


Nota: Em geral existem muitos produtos internos diferentes sobre o mesmo espa- 
ço vetorial. Veja exercícios resolvidos n.º 5 e n.º 6. 


Exemplos 

1) Produto interno usual do R” 

Se u = (X1, ..., Xn) € v = (Yi, -.., Yn) são vetores genéricos do RP, 
então: 


(u, v) X1yı +... + XnYn 


é um produto interno no IR”. Das quatro condições a serem verificadas mostremos 
apenas como se procede em (b) e (d). 


(b) <au, v> = (ax,)y; +... + (&Xn)Yn = (xy +... + XnYyn) = 

a<u, V>. 

(d) Se u = (0, 0, ..., 0), então um dos x;, ao menos, é não nulo. Logo 
<u, u> =x? +... +x? >0. 


2) É um produto interno sobre o espaço P, (IR) a aplicação dada por: 


1 
CO, 8) +» <E, g> = | f(De(at, 
onde f(t) e g(t) são polinômios quaisquer de P, (IR). 
Façamos a verificação da condição (a). Dados f(t), g(t) e h(t) em Pa (R): 


<Ho + gOS [5 EO) + ga = 


LEON HOH = | OOt Lena = 


Il 


<f(t), h(t)> + <g(t), hO 
As propriedades P,, ..., Pe que seguem são válidas em qualquer espaço veto- 


rial euclidiano. Note que em sua demonstração não foi usada a propriedade (d) da 
definição 1. 
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P,. <o, u> = <u, o> = 0, YuE V. 
Prova: 
Já sabemos que Ou = o, para todo u E V. Logo: 
<o, u> = <0u, u> ® 0 <u, u> = 0. 
Como <u, o> = <o, u>, então <u, o> = 0. m 


P). <u, av> = &<u, V>, Ya ER e vu vER. 
Prova: 
<u, av> © <av, u> (b) a<v, u> (o). a<u, v> m 


P}. <u, v + w> = <u, v> + <u, w>, Yu v,wE V 
Prova: 
<u v+w> O <v+w, u> ® <y, u> + <w, u> È <u, v> + 
' + <u, w>.m 


P4. Dado um número inteiro m > 1, 


m m 
<> aui, v> = > oj <u, v> 
i=1 i=1 
É só raciocinar por indução com base nos axiomas (a) e (b) da definição 
de produto interno. m 


n n 
P;,. <u, > aw>= 5 oj <u, y> @> 1). 
j=1 j=1 
Prova: 


Basta usar as propriedades P, e P} acima e raciocinar por indução. m 


m n m n 
Ps. < ba Qjli, ba Bjvj> = 5 ba aifi <uj, v> 
i=1 j=1 i=1 j=1 


Observação importante: Quando nos referimos ao IR” como espaço euclidiano, fica 
subentendido que o produto interno é aquele do exemplo 1 acima. 
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2. NORMA E DISTÂNCIA 


Definição 3 — Seja V um espaço euclidiano com o produto interno (u, v) > 
> (u, v}. Dado um vetor u E V indica-se por lu || e chama-se norma de u o nú- 
mero real positivo dado por 


lull = y <u, u>. 


(Aqui já usamos a condição (d) da definição 1). 


Exemplo — Se no IR” consideramos o produto interno usual, dado u = 
= (X,..., Xn) nesse espaço, temos: 


lul = Vx? F... + xZ. 


Proposição 1 — Em todo espaço euclidiano V, temos: 


a) l&u = lal lul, Va ER e YuEV e 
b). Iul>0, vuEV e lul =0 < 


> u=0. 


Demonstração 
a) |loull = V <au, au> = Va? <u, u> = Væ lul? = lal ul. 

b) Pela própria definição temos Iuli > O. Por outro lado 
ul] =0< > <u, u>a = > <u u>=0< 


< > u=0. 


> 


(Notar que nesta última equivalência usamos o axioma (d) da definição de pro- 
duto interno e a propriedade .P,.) m 


Proposição 2 — (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) — Se V é um espaço 
vetorial euclidiano, então: 


I<u, v>l < llull livi, Wu, v E€ V. 
Demonstração 
Se v = o, então <u, v> = O e |lull livi| = O. Logo tem-se uma igualdade 
neste caso. Suponhamos v o. Para todo « E R vale a desigualdade ||u + avi? >0. 
Daí, 
< jju + avi? = <u + av, u + av> = <u, u> + <u, av> + <ay, u> + 
+ <av, av> = llul? + a <u, v> + a <v, u> + 
+ 2 |v? = Iivi? a? + 2<u, v>a + llull. 
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Obtivemos assim um trinômio do segundo grau em « (pois Ilv|? 0) o qual 
é sempre positivo. Logo seu discriminante deve ser negativo ou nulo: 


4<u, V> — 4 Ilvi? ul? < 0 
Portanto: 
<u, V>? < liull? I|v|j2. 


Finalmente, considerando a raiz quadrada positiva de cada um dos membros: 


desta última igualdade: 
l I<u, v>| < llull Ilvil. m 


Corolário (Desigualdade triangular): Num espaço euclidiano vale a seguinte 
desigualdade: 


lu + vil < lull + ivl, Yu, v E V. 


Demionstração 
llu + vl? = <u + v, u + v> = <u, u> + <u, v> + <v, u> + <v, v> = 
= uP + ivi? +2<u, v> < jul? + Ivi? + 2 full vi] = 
= (Iull + Ivi? . 


Então |ju + vi? < (hult + lvl), para todo par de vetores u e v. Desta 
desigualdade decorre que |u + vil < lull + Ilvll, Yu, v E V. m 


Exemplo — Se considerarmos no IR” o produto interno usual e se u = 
= (X1; ... , Xn) € V= (Yi, .. - , Yn) são vetores quaisquer do R”, então: 


n n 1/2 n 1 
<u, v>l < lul Wi < | X xyi l< (X x? EE 
i=i i 


(Bo) EE) 


Esta última desigualdade também é conhecida como desigualdade de Lagrange. 


> 


< 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. Consideremos a aplicação d:VX V >IR, 
assim definida: 
d(u, v) = |lu — vi, Yu, v E V. 
Notemos que valem as seguintes propriedades: 


Œ d(u, v) > 0, Yu, vE V e d(u, v) = 0 <=> u = yv, em virtude 
da proposição 1 acima. 
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(11) d(u, v) = d(v, u), Yu, v € V, porque: 
d(u, v) = llu — vil = ICD ul = 1 lv — ull = dÇ, u). 
(HI) d(u, v) < d(u, w) + d(w, v) Yu, v, w E V, pois 


d(u, v) = llu — vil = Iu — w + w — vlil < llu — wli + liw — vli 


Pelo fato de valerem as três propriedades acima, damos à aplicação d: 
VX V >R onome de métrica sobre V, induzida pela norma. O número d(u, v) é cha- 
mado distância de u a v. 


Nota: Convém lembrar que em geometria, dados os vetores ue Y, então |Ù — 7I 
mede a distância entre as extremidades de u e v, desde que esses vetores tenham 
suas origens representadas na origem dos eixos. Este fato obviamente sugeriu a 
definição de métrica num espaço euclidiano. 


Como aplicação da desigualdade de Cauchy-Schwarz vejamos como o concei- 
to de ângulo entre vetores é definido em um espaço euclidiano. 


Sejam u e v vetores não nulos de um espaço euclidiano V. Da desigualdade 
I<u, v>l < llull livi] segue que: 
— llull {ivi < <u, v> < Ilali livil 
e disto conclui-se que: 
<u, Y> 
laivi © 
Logo existe um único 0 E R, tal que O <0 <7 e 


<u, V> 
liuli vi ° 


-1 < 


cos0 = 


É comum dar a designação de ângulo entre u e v a esse número 0. E, de fato, 
nos casos em que V = R? ou V = R? e o produto interno é o usual, tal número 
corresponde à medida do ângulo entre os segmentos orientados que representam 
os vetores, no sentido geométrico elementar. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Solução 


Supondo w = (x, y) temos <u, w> = x + 2y = -1 e <v, w>=-x+y= 3. Daí 


7 2 = -7 2 


1. Considerando o espaço euclidiano IR?, calcular <u, v> nos seguintes casos: 
= €y = een ow = 2º3) 


2º 
b) u = (2, 1, 0) e v = (4, 0, 2); 
c) u = (1, 1, 1) e v = (2, —1, 5). 


a) oe 2, 1) ev=(4,1,-3); 
5. Seja V um espaço vetorial euclidiano. Provar que à aplicação 
(u, v) >u *v=2 <u, v> 


Solução também é um produto interno sobre V. Generalize. 


Solução 
(a) u +v) *w=2<u +v, w> =2(<u, v> + <y, w>) =2<u, w> + 2<v, w> = 


a) <u, v> $ .44+2.1-1-3=2+2-3=1. 


b)! <uv>=2.4+1.0+0.2=8. 
c) <u, v> = 6. 


=u*WwW+V*W; 
(b) exercício; 
(c) u * v= 2<u, V> =2<v, u> =V * u; 


; 1 : 
2. Usando o produto interno <f(t), g()> = P f(g(tdt em Pa (IR), determinar o produto (d) u + u =2 <u, u> > 0, Yu E V e se u + o, então u +u > o. 


escalar de: 
Generalização: podemos substituir o “2” por qualquer a > o. 
a) ft) =t e gt) =1- t; 


1 1 1 
Rad o oni BO:s 2o (: E +) 6. Sendo u = (X1, X2) e v = (y1, y2) vetores genéricos do RÊ, definamos <u, v> = 
Solução = SEA ao” an com a, b € R fixos e não nulos. Provar que <u, v> defineum produto 
a b 
1 t 2 a 1 : 2 
a) <f(t), g)> = IR t — dt = i (t — P)dt = e =, Ed o= interno sobre o R°. 
“Mo 1_1 Solução 
2 4 2 x + Z X2 + y2)Z XZ X22723 . Yıžı Y2Z2 
i ; ais S yvi Da e 2 = Ta ar a qd 
1 1 1 3 1 a 
b) <f(t), g)> = (- iz- (t-+) dt = (2 Es -4) = 5 
) (O, 80 b 2)|2 2 f Es 2 E 2 at = <u,w> + <v, w> onde, é claro, w = (Z4, Z2). 
E a axı) (ax2)Y. X1yı — Xay2 
q (b) <au, v> = ( so + a 2 =a 2 + E =a <u, V>; 


, y Imediato; 
3. Seja V um espaço vetorial sobre R. Ponhamos por definição <u, v> = 0, Vu, v E V. (Omoda 


ifi e =0é j ° g Sa 
Verificar se (u, v) i <u, v> = 0 é um produto interno sobre V. (d) <u, u> = a & = >o, Yu RÊ; <u, u> =0 <= E = 
Solução a b 
Temos de verificar as quatro propriedades da definição de produto interno. = + =0 <> 4 =x=0< > u = (0, 0). 
(a) <u + v, w> = 0 =0 +0 = <u, w> + <v, w>; 
(b) e (c): exercício. A 
7. Sejam u e v vetores de um espaço euclidiano tais que I v I = 1, lul=1 e Iu-vl= 2; 


(d) Se V = {o}, então obviamente vale esta condição; se existe u + o em V, então temos 
<u, u> = 0 comu £o, o que mostra que <u, v> = 0, Vu,v E V, não 
define um produto interno sobre V. 


Determinar <u, v>. 


Solução 


2 gi UR 2 
4. Consideremos o espaço euclidiano IR?. Sendo u = (1, 2) ev = (- 1,1) em IR?, determine 4 = iu vil =<u-vu-v>= ul — 2 <u, v> + vil. 


um vetor w deste espaço tal que <u, w> = — le <v, w> = 3. Logo 2 <u, v> = —4 + 1 +1 = —2. Então <u, v> = —l. 
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8. Em P,(IR) com o produto interno dado por <f(t), g>- = E fDg(Ddt calcular a nor- 


10. 


ma de f(t) nos seguintes casos: 


a) f(t) = t; 

b fO=-P+1, 

Solução 
1 Pt 

o MO = <t, >= / Latas / Gi ea AE, 
s o 3 

Ee : 224. 8 
D os y h a-a E. 


- Denomina-se versor todo vetor de norma iguala 1. Seu * o, então i = i é um versor cha- 
mado de versor de u. Determinar o versor deu = (2,2,1) considerando no IR? o produto 
interno usual. 

Solução 
u 2 1 
lul= y4+4+T= 3. Logo q = AD (2.55). | 
Num espaço vetorial euclidiano provar que: 
a) ul = vi < > <utvyu-v>=0; 
b) lu + vi? = pÊ + vi? <=> <u, v> = 0, 
Solução 
a) lal = ivi <=> al? = Iv? <=> l? — Iyj2 =0 <> 


lul? — ivi? + <u, v>—<u,v>=0< > <u, u> — <u, V> + <v, u> — 
— <y, v> = <u +v, u- v>=0Q. 


b) lu + vi? = u? + vi? <=> <u +v, u + v> = <u, u> + <v, v> <—> 


<=> <u, u> + <u, V> + <v, u> + <v, V> = <u, u> + <v, v> <=> 
<=> 2 <u, v> = 0 <=> <u, v>= 0. 


11. Mostrar que num espaço euclidiano vale a identidade: 3 lu + vi? = u- vi? = <u, v>. 
Solução 
1 2 1 2_1 1 = 
qu + vI = tu — vII =q Su +v, u+ v> -7< -v u- v> = 
=- (<u, u> + <u, V> + <v, u> + <y, v>) -4 <u, u> — <u, V> — <v, u> + 
+ <v, v>) = <u, v>. 
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13. 


14. 


2. 2 
. Sejam u = (xy, X2) e v = (Y1, Y2) vetores genéricos do R^. 


a) Mostrar que <u, v> = x1y1 — 2x1y2 — 2x2y1 + 5x2y2 define um produto interno 
sobre o Rê; 


b) Determinar a norma deu = (1, 2) em relação ao produto interno usual e também em 
relação ao produto definido em a). 


Solução 
a (1) <u +v, w> = (X1 + Y1)Z1 — 2X + Y1)Z2 o 21x2 + y2)Z1 + 5(x2 + ya)za = 
= X121 + Y1Z1 — 2X122 ~ 2y1Z2 - 2x221 2y2Z1 + 5X222 + Syazo = 
= (X121 — 2X1Z2 — 2X2Z1 + 5x222) + (Y1Z1 2y1Z2 ~ 2y221 + 5y222) = 
= <u, w> + <v, w>; 
(2) <au, V> = exy1 — 2&X1y2 — 20X2Y1 + 5aX%2Y2 = A(X1y1 — 2X1Y2 — 
— 2XxX2Yy1 + 5Xx2y2) = a <u, V>; 
(3) Imediato; 
2 Dto 2 2 — 
(4) <u, u> =x, — 2x1X2 — 2X2X1 + 5x = X} — 4X1X + 4X) + X 
= (x1 — 2x9)? + xs > 0, ¥u = (x1, X) € RÊ; além disso <u, u> = 


= 0 <22> xı — 2x = Q e x3 = 0 <> X1 = X = 0 < 
>u = (0, 0). 


< 


b) No produto usual: 


lul = /<uus= /P+2Z=V144= 45; 


No produto definido em a): 


p= u> = V1? -4.1.2 +5.2°= yi3. 


Considere o espaço euclidiano IR3. Determinar a € IR? de maneira que lul = vV 41, onde 
u=(6,a,- 1). 
Solução 


<u, u> = 36 + a? + l=a2+37=41. Logo a? = 4. Daí a = +2, 


Achar o ângulo entre os seguintes pares de vetores do RÈ: 


1 1 
a u= (4, 1,1)ev= (+ 1,5); 
b) u= (1, —1, 0) e v = (2, —1, 2). 
Solução 


to] ta 
H 
> 
y 
E 


JT 1 
a) lull = V3; ivi = vo e <uv>=7—1+ 
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15. 


<u, V> _ n 


0 
-cos ô = = —~~ =l e 0= ; 
luil e lvi S. ss 2 


b) iul = VZ, Ivl=3 e <u,v>=2+1+0=3. Logo 


v2 
2 


kig 
cos = e =F 


3 
3/2; — 


Sejam u e v vetores de um espaço vetorial euclidiano. Mostrar que (u, v} é L.D. se, e 
somente se, 


| <u, v>l = Jul vil. 


` Solução 


16. 
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Se lu, v} é L.D., então um dos seus vetores é combinação linear do outro. Sejau = av, 
com « E IR. Então 


I<u, v>l = I<ay, v>l = jal I<v, v>l = lal Iivi? e iell ivi = Jovi livi = 
= jæ jiviHivi = læt Ivi?. 
Logo | <u, v> |= llull livi. Por outro lado, suponhamos | <u, v> | = luj] Iivil. 


Se v = o, então {u, v} é L.D. obviamente. Suponhamos v + o. Então 


| <u, v>] = lut livi 


> <u, v>? = lu? ivii? logo 4 <u, v>? — 4 iul v? = 0. 
Mas 4 <u, v>? — 4 lul2lviZé o discriminante do trinômio do segundo grau (em x) 


Ivi?x? — 2<u, v>x + lu? = <u — xv, u — xv>. 
<u, v> 


2 
livi 
que equivale a u = av. Portanto. u - av = o e {u, v} é L.D. 


Considerando a raiz œ = (dupla) do trinômio temos <u — av, u — av> = 00 


Sejam u e v vetores fixos de um espaço vetorial euclidiano. Achar o vetor de menor 
norma do conjunto {u + tv | t E R}, supondo v + o. 


Solução 
Seja w = u + tv. Então 


Iwl = y<u + tv, u + > = y lul? + 2<u, v>t + ivit? 


Daí 
diwi 2<u, v> + 2 lvlt 
dt 2N ul? + 2<u, v>t + Ivi? t? 


O vetor de menor norma no conjunto dado é aquele cujo coeficiente t anula a derivada 
acima. Então: 


17. 


p <u, v> 

ivi? 
<u, Vo 
ivi? 


e a resposta do problema é Wọ = u — 


Sejamu= (1, 1,0)}ev = (0,1, 2) no espaço euclidiano IR3. Determinar os vetores w € IR? 
tais que Iwl = 1e <u,w> = <v,w> = 0. 


Solução 
Seja w = (x, y, z). Então: 
Iwl? = x? + y? +2=1,<u,w>=x+y=0e<,w>=y+22=0. 


Resolvendo o sistema: 


Ż +y + z =l 
x +y 0 
y +2 = 


o 
5 
q 
S 
E 
Q 
A 
(9 
N 
Il 
+ 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


4. Sejam f(t) = ag + ayt +... 


1. Sejam u = (X1, X2)e v = (y1, y2) vetores genéricos do IR?. Para que valores de t € IR a 


função <u, v> = Xıyı + tX2y2 é um produto interno sobre o R?? 


2. Mostrar que se <u, v> = 0, para todo vetor v, então u = O. 


1 
3. No espaço V = Pa (R) consideremos o produto interno <f(t), g(t)> = : f(Dg(Ddt. 


Calcular <f(t), g(D>, ICB, Ig) e IH + gI quando. fo = -t-1,e 


g(t) = t? + 1. Repita o exercício com f(t) = Ze g(t) = t+t+l. 
+ ant” e g(t) = bo + bit +... + bnt? polinômios 
quaisquer de Pp(IR). A função 

(E, gt) H aobo + aibi +... 
é um produto interno no espaço Pn(IR)? 


+ anbn E IR 
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5. Seja T um isomorfismo de um espaço vetorial V. Provar que se <u, v> é um produto 


10. 


11. 


12. 


13. 


*14, 


interno sobre.V, então o mesmo acontece com a função Pr: V X V >R definida por 
Pr (u, v) = <T (u), T(v)>. 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. Dada uma base (e;,..., en} de V definamos 


A= (aij) E Mn (R) por aj = <ej, ej> Gj=1,...,n). 


a) Provar que A é uma matriz simétrica. 


n n 
b) Mostrar que se u = ba Xe v= X yiej, então o produto escalar em V pode ser 
i=1 i=1 


expresso na forma matricial seguinte: <u, v> = (X1X3 . . - Xn)A(y1y2 -. - Ynt. 


Seja V um espaço euclidiano com produto interno <u, v>. Para que valores de a E IR 
a aplicação: 


(u, v) > a <u, v> 


também é um produto interno sobre V? (Veja exercício resolvido nº 5.) 


Chama-se traço de uma matriz A = (aij), quadrada de ordem n, a soma dos termos da 


` sua diagonal principal. 


Notação: tr(A). Assim, tr(A) = ay +... + ann- Sendo V = Mmxn (R), mostre que 
<A, B> = tr(BtA) define um produto interno sobre V. 


No espaço vetorial V = M3 (IR) considere o produto interno definido no exercício 8. 
Sendo 


calcule <A, B>, AI, IIBI e d(A, B). 


No espaço vetorial euclidiano IR? sejam u = (1, 2, 0, Dev = (3, 1,4,2). Determinar 


u +v 
<u, v>, lul, lvi, d(u, v), ———— 
lu + 


p € º co-seno do ângulo de u e v. 
v 


Sejam u e v dois vetores não nulos de um espaço vetorial euclidiano. Sendo 8 o ângulo 
de u e v, mostrar que lu + vi? = lul? + ivi? + 2iul lvl cos 0. (Esta igualda- 
de é conhecida como lei dos co-senos na geometria elementar.) 


Sejam u e v vetores de um espaço euclidiano. Determinar o co-seno do ângulo entre 
u e v, dado llul = 5, ivi = 8 e lu + vlil = V 129. 


Verifique a lei do paralelogramo num espaço euclidiano V: lu + vi? + iu — vI? = 
= 2Julê + 2IlvIÊ, Yu, v€ V. 


Sejam u = (X1, x2) e v = (Y1, y2) vetores genéricos do RÈ e 


15. 


*16. 


*17. 


18. 


19. 


2 
M = E M2 (R). 


Definamos <u, v> = a11X1Y1 + agX1Y2 + az1X2Y1 + a22X2Y2. 


a) Mostrar que o produto assim definido satisfaz as duas primeiras condições da defi- 
nição de produto interno. 

b) Mostrar que a condição (c) da definição de produto interno é válida se, e somente se, M 
é simétrica. 

c) Qual a matriz M que leva ao produto interno usual do RÊ? 


d) Quais das seguintes matrizes definem produtos internos sobre o RÊ segundo a de- 
finição de <u, v> que foi dada acima: 


Sabendo que liull = 3 e Ilvil = 5, com u e v elementos de um espaço euclidiano, deter- 
mine œ € R de maneira que <u + av, u — ay> = 0. 


Use a desigualdade de Cauchy-Schwarz no espaço euclidiano R? (produto interno 
usual) para mostrar que, dados os números reais estritamente positivos a, az, aa, vale 
a desigualdade: 
1 1 1 
.{— + — + —]29. 
(ay + aq + as) (ieit) 


Sendo a, b e c números reais estritamente positivos tais que a + b + c = 1, utilize a 
desigualdade de Cauchy-Schwarz no R? para provar que 


TET 


Determinar a norma de cada um dos seguintes vetores: 


a) u=(31,2, DER; 


1 
b) f(t) = Ê +t-—1, em relação ao produto interno <f(t), g(D> = fa f(belt)dt; 


Cc) A= em relação ao produto do exercício proposto nº 8 desta série. 


Mostrar que a soma de dois produtos internos sobre um espaço V também é um produto 
interno sobre V (antes, pense bem no significado da palavra “soma”). 
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20. Encontrar a distância de u a v e o co-seno do ângulo entre u e v nos seguintes casos: 


a) u =(1,1,1,1)ev = (0,0, 1, 1) com o produto interno usual do IR; 


b) u = 1 + t-— t?ev = 3t? com o produto considerado no exercício 18 b) acima; 


1 1 0 1 
co) A= E ú eB = ico com o produto interno do exercício proposto n.º 8. 


*21. Sejam u e v vetores de um espaço vetorial euclidiano. Prove que <u, v> = 0, se, e 
somente se, |lu + avi > iul, Ya E R. 


*22. Sejam es, e2,..., er vetores unitários (norma igual a 1) de um espaço euclidiano tais 
que le; — eji = 1 (sempre que i + j). Calcule o co-seno do ângulo entre dois vetores 
ej e ej. 


3. ORTOGONALIDADE 


Lembremos primeiro que dois ve- 
a >.> p p 
tores não nulos Y e v definidos por meio 


5 
de segmentos orientados são ortogonais a 
se, e somente se, seu produto escalar é ue tii Tiao 
zero. 

Esse fato motiva a seguinte defi- —————+ 
nição: v 


Definição 4 — Seja V um espaço euclidiano. Dizemos que dois vetores u, 
v E V são ortogonais se, e somente se, <u, v> = 0. Um conjunto S = (u,,..., 
ù} C V se diz ortonormal se, e somente se, (I) |lu; = 1 (i = 1, 2,..., 1) è 
(II) dois vetores quaisquer de S, distintos entre si, são ortogonais. 


Nota: As condições (I) e (II) da definição acima podem ser substituídas pela 
seguinte: <u;, uj> = ô; (símbolo de Kronecker), i, j = 1,...,n, cujo significado 
é ôj=1 se i =j e j = 0 se ij. 
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Exemplo — No espaço euclidiano IR? o conjunto S = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0,0,1)} é ortonormal. Por exemplo, a norma dè gı = (1, 0, 0) é ligil = 
= 4/1? +0? +0° = 1 e o produto interno de g, por g2 é <g1:g82> =1-0 + 
+0:1+0-0=0. 


Em geral, pata todo n > 2, o conjunto: 
((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0, 1) 


é ortonormal no espaço euclidiano IR?. 


Proposição 3 — Todo conjunto ortonormal S = {g1, 82, -.-, Br) contido 
num espaço vetorial euclidiano é necessariamente L.I. 
Demonstração 
Suponhamos &ıgı + ... + mg, = o. Então: 
0 = <o, g> = agı +... + ABr, 8> = 
= 0 Lgi, 8> + a <8, B> t... + Or<Br, 81> = a. 


De maneira análoga se prova que q = Q3 =... = 0r =0. m 
Outra demonstração: Sendo 0 = agı + --- + asgrentãoO = largi + 
+... tagl=a +... +a?é daí =... =0,=0.m 


Proposição 4 — Seja S = {g1, . . . , £r; um subconjunto ortonormal do espaço 
euclidiano V. Então, Vu € V, o vetor v = u —-<u,g>8—...—<u,g,> & É 
ortogonal a todo vetor do sub-espaço gerado pelos vetores de S. 


Demonstração 


Observemos de início que se v for ortogonal aos vetores de S, então será 
ortogonal a toda combinação linear de S. De fato, seja w = q,g; +... + «gr uma 
dessas combinações lineares. Então: : 


<V, W> = <V, Mg +... + ABr> = Qi <V, 81> +... + ar<, 8r> =O. 


Provemos pois que v é ortogonal a cada g; o que é uma questão apenas de 
cálculos. Vejamos: 


<y, 81> = <u — <u, 81> g1 —...—- <U, g> gr, 8> = 
= <u, 81> no <u, g> SBi, g> VE ao faças <u, Br> KBr, 81> = 
= <u, g> — <u, g>=0 
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Pois <g, 81> = 1 e <gi, g>=0 para i + 1. De maneira análoga se prova que 
<,W>=...=<v,g>=0. m 


Definição 5 — Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita. Se um con- 
junto B = (g,,..., gn} for uma base de V e simultaneamente for um conjunto 
ortonormal, então diremos que B é uma base ortonormal de V, 


Exemplo — B = {(1, 0, 0), (O, 1, 0), (0,0, 1)} é uma base ortonormal de IR? 
Generalize para o IR?. 


Teorema 1 — (Processo de Ortonormalização de Gram-Schmidt) — Todo 
espaço vetorial euclidiano de dimensão finita ( 0) admite uma base ortonormal. 


Demonstração 


1 
Se dim V = 1 ese {u} é uma base de então O votoria = sur u = TT 


L.I. e tem norma igual a 1. Logo {g1} é uma base ortonormal de V. 


Se dim V = 2, seja (u,, u} uma base de V. Façamos gı = TAT . Então o 
1 


vetor vw = u — <, 8>&; é ortogonal a g, devido à proposição 4. Logo o 

; v. 

vetor g, = —— também é ortogonal a g, além de ser unitário. Daí podermos 
A E 

afirmar que (g,, g,) é um subconjunto ortonormal de V com dois vetores. É pois 


uma base ortonormal de V. 


O mesmo raciocínio nos permitirá construir uma base ortonormal em qual- 
quer caso de dimensão finita n, utilizando-se o mesmo método usado na propo- 
sição 4. m 


Exemplo — Aplicar o processo de Gram-Schmidt do teorema 1 acima à base 
B=(w=(1,0,0,u = (0, 1, 1), u3 = (0, 1, 2)) do R?, considerando o 
produto interno usual nesse espaço. 

É claro que g = iai = u = (1, 0, 0). Por outro lado, v, = u, — 

1 
7 <u, 81> gı e (o, l, 1) = o(1, 0, 0) = (0, 1, 1). Logo 
de CHE PE DI (o vZ Em 
B= lo V2 É age a 
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Der aces O da Er 


Finalmente, 


V3 = U3 — Us, 81> 81 — <Us, 82> £2 = (0, 1, 2) — Og, — 


ee 


7 A OTJE, 


D is a a E 


8 = iva O E S 
4 4 V2 


Logo: 
EEEREN 


é uma base ortonormal do Rê, construída a partir da base B, seguindo-se a 
demonstração do teorema 1. 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. Dado um sub-espaço vetorial U de V, 
indiquemos por U! o seguinte subconjunto de V: 
Ut = {v E€ V | <v, u> = 0, vue U}. 
Notemos que U! é um sub-espaço vetorial de V, uma vez que: 
(a) <o, u> = 0, vuc U >o € Ut; 
(b) <v,, u> = <v, u> = 0, vu E U =—> <v + v, u> = 
= <v, U> + <v, u> =0 +0=0, ¥uEU; e 
(c) <v, u> = 0, yue U > <av, U> = a <v, u> = a0 = 0, 
vVaeR e vueuU. 


Definição 6 — O sub-espaço U! acima definido recebe o nome de comple- 
mento ortogonal de U. 


Exemplo — Seja V = IR, U = {(x, y, 0): x, y E IR}. Então 
U+ = {(0,0, z) : z € IR}. Verifique. 
Proposição 5 — Seja U um sub-espaço vetorial de um espaço euclidiano de 


É 1 i 
dimensão finita V. Então V = U ®UŁ, ou seja, V = U + Ute U NUH = (o). 
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Demonstração 


“ (a) Seja B = {g; gg 
3 >.. -> Br) uma base ortonormal d ido à inz 
deste capítulo, dado u € V, o vetor v = u — <u i Penida à PS 4 
ortogonal a todo elemento de U, ou seja, v € Sy PEN E U, 8r>gr é 


u = <u, g>g; +... + <u, B> gr +v 


P g 


(b) Seja w E U N UŁ, Como w E UL então wé 
) ; , então w é ortogonal a t 
Em particular <w, w> = 0. Logo w = o e então: U N u- {o}. E id 


Conforme acabamos de ver, s 
, Se B = {g; Er) é uma base ort 
S NE onormal d 
um sub-espaço U de um espaço euclidiano V de dimensão finita, então todo ap 


u € V se decompõe, de ira úni 
» Ge maneira única, em duas parcel 
. ae É 
ortogonais entre si: , i cd S 


i u= (<u, &>g +... + <u, g>e) +v. 

parcela <u, g>g +... + é jeção 

ar a o <u, 8r>gr é chamada projeção ortogonal de u 
Por outro lado a aplicação E de V em V dada por 


E(u) = <u, g1>g, +... + <u, Er> Er 


recebe o nome de projeção ortogonal de V sobre U, Pode-se mostrar que E é um 


operador linear de V o 
» O que propomos como exercíci 
Rune Pp rcício. Para este operador tem-se 


E? (u) = E(<u, g>g +... + <u, 8/>gr) = 
= <u, &>8g +... + <u, g>8y 


pois esta última soma pert 2(u) = 
Rd pertence a U. Logo E? (u) = E(u), Yu € V, o que significa 


Notemos também que Ker(E) = { 
o Notem ) ={uEV | <u, g>g, +... +<u, >g= 
: o; = U - Também se. pode provar que Im(E) = U. Assim temos ga NE 
ecomposição de V: V = Im(E) & Ker(E). E 


4. ISOMETRIAS 


ii ne neste parágrafo um certo tipo de operador linear cuja defi 
gada ao conceito de distância. Trata-se dos i 

içã . - o 

tíveis com o produto interno. AAS as SARS 
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Definição 7 — Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita. Um operador 
linear T: V > V com a propriedade de. que: 
IT@œI = lul, Yu € V, 


se denomina isometria sobre V ou operador ortogonal sobre V. 


Exemplo — Consideremos o espaço euclidiano IR?. A rotação T: IR? > IR? 
dada por 


T(x, y) = (xcos0 — ysen0, xsen + y cos 0), 


onde 0 é um número real e O < 0 < 27 é uma isometria pois além de ser uma 
transformação linear (exemplo 4, parágrafo 2, cap. IV) satisfaz a seguinte igualdade: 


IT(x, y)I? = x?cos? 0 + y?sen? 0 — 2xy sen 0 cos0 + x?sen? 0 + y? cos? 0 + 
+ 2xy sen 0 cos0 = x?(cos? 0 + sen? 0) + y?(sen? 0 + cos? 0) =x? + y? = 


= I(x, y)l?. 


Deixamos como exercício a verificação de que o operador T do IR? dado por 
T(x, y,z) = (x cos 0 — y sen 0, x senĝ + y cosô,z) é uma isometria. 


Nota: Uma isometria é um operador linear de um espaço euclidiano que conserva 
as normas dos vetores. Como nos espaços IR? e IR?, quando o produto interno con- 
siderado é o usual, a norma de um vetor nada mais é do que o comprimento 
desse vetor (ou módulo), no sentido geométrico intuitivo, podemos dizer que 
nesses casos uma isometria é um operador linear que conserva os comprimentos 


dos vetores do espaço. 


Proposição 6 — Toda isometria T: V > V é um isomorfismo. 


Demonstração 
Basta provar que T é injetora. Mas dado u €E V, 
T(u)=o > IT(u)ll = 0 > lull = 0 ==> u = 0. 


Logo Ker(T) = {0}. m 


Proposição 7 — Seja T um operador linear sobre um espaço euclidiano V. 
Então são equivalentes as seguintes afirmações: 
(I) T é isometria. 
(ID) T transforma as bases ortonormais de V em bases ortonormais de V. 
(HI) <T(u), T(v)> = <u, v>, Yu, vE V. 
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Demonstração 
(D => (ID) 


Seja B = (gy 8n} 
A >+.. Bn} uma base ortonormal de V: 

l » provemos que T 
E E e ortonormal de V. Como T é injetora, T(B) è B a a 
e vetores. Então é suficiente mostrar j 
Consideremos as identidades: Pp 


O nome “operador ortogonal” dado como sinônimo de isometria decorre da 
proposição seguinte. 


Proposição 8 — Seja T um operador linear de um espaço euclidiano de di- 
mensão finita. Então T é uma isometria se, e somente se, a matriz de T em 
relação a uma base ortonormal é uma matriz ortogonal (sua inversa é igual à sua 


ligi + gji? = ligil? + Ilg;l? + 2 <gi, g;> e transposta). 
IT) + T(eIP = ITDP + TEN +2<T(g), TE). 
peido ds pps, emo membros dessas igualdades são iu ent si penonamção 
( >) Seja B = (8, ..., En} uma base ortonormal de V e indiquemos 


Teo = lig (k = 1,..., n). por M a matriz de T em relação a essa base: 


Logo 
. M = (Tp = (aj). 
<T(gi), T(g)> = <gi, gj> = Ôij 


O que assegura ser T(B) um conjunto ortonormal. 


Então: 


n n 
T(gj) = 5 ojgi e T(g)= > arg comjk=1,...,n. 


aD > (HD 
Seja B = (8 ..., gn} uma b is (ei 
a i n} ase ortonormal de V. Então dados u = Daí 
o 2 Cibi e viS >, Bigi em V, tem-se: 
1d i=1 n n n 
<T(g;), T(ge)> -<È Qijgi» ba CrkBr D= J. järk <Bi Er> = 
; j=1 T=1 it=1 


<T(u), T(y)> = > a T(gi), > Taj > = 
i=1 j=1 


n 
= > Qij&ik 
i=1 


n 
EF > isto levando em conta que <g;, gr> = ĉir. Mas T(B) também é uma base orto- 


n 
l=1 j= 


n n 
ipj <T), T@)> = 5 53 abjôij = > Gif. 
i=1 j=1 


i=1 


1 
n 

normal o que acarreta < T(g;), T(gy)> = dj. Então > Qij&ik = Ojk- 

Por outro lado, um raciocínio análogo ao feito acima nos levará a: e 


n 
<u, > = 5 ah. 


i=1 


Logo <T(u), T(v)> = <u, v>, Yu, vE V, 


o que é suficiente para concluirmos que Mt. M= le 


(< ) Fica como exercício. É praticamente o caminho inverso da 
demonstração da primeira parte. m 


Exemplo — Dizer que uma matriz real de ordem n é ortogonal significa que 
suas linhas formam uma base ortonormal do IR”. Vice-versa, os vetores de uma base 
ortonormal do IR”, em relação ao produto interno usual, constituem as linhas 
de uma matriz ortogonal de M, (IR). 


w — (1) 


Imediato: basta tomar u = v. m 
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Assim, dada a base ortonormal: 


B = 4 (1, 0, 0), a (o. v2 A 


do IR? (ver parágrafo 3) a matriz: 


1 0 0 
2 2 

o -N2 NZ 
2 2 


é ortogonal e o operador T: IR? > R? dado por: 


T(1, 0, 0) = (1, 0, 0) 


T(0, 0, 1) = (o o vz) 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Seja V um espaço vetorial euclidiano Dados yV V (v + = <u, v > 
E u, e ( o) ek= > 
i J2 + mostrar 


que u — kv é ortogonal a v. 


Solução 


<u ~ ky, v> = <u, V> + <—kv, v> = <u sur 
7 Y> = <u, V> =k <v, v> = <u, v> - D MI? = 0 
ivil ` 


2. Determinar m € IR a fim de 


OEE E que sejam ortogonais os vetores u = (1, m + 1,m)ev = (m-1 
, o : ’ 


Solução 
<u, v> =m-— 1 +(m + 1)m +m(m + 1) = 2m? + 3m — 1. Logo u e v são ortogonais 
2 V 
se, e somente se, 2m” + 3m — 1 = 0. Portanto u e v são ortogonais para m = ES do 
4 . 
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. Mostrar que se u e v são vetores de um espaço euclidiano tais que lu + vi = lu- vi, 


então u e v são ortogonais. 


Solução 
lu + vii = lu — vi ==> <u +v, u + y> = <u- v, u- v> 


> jul? + 


+2<u,v>+Iv=IuÊ-Z<u,v>+ WI? => <u, v> = 0. 


. Consideremos no espaço vetorial IR? o produto interno (não habitual) dado por <u, v> = 
paç p 


= xyy1 + 2x2y2, para todo par de vetores'u = (X1, X2), V = (y1, Y2). Verificar se u e v 
são ortogonais, em relação a esse produto, nos seguintes casos: 


a) u = (1, 1) e v = (2, 1); 
b) u= (2, 1)ev = (-1, 1); 
c) u = (3, 2) e v = (2, -1). 


Solução 

a) <u, v> = 2 + 2(-1) = 0. Logo u e v são ortogonais; 

b) <u, v> = —2 + 2 = 0. Portanto são vetores ortogonais; 

c) <u, v> = 6 + 2(-2) = 2. Neste caso u e v não são ortogonais. 


. Determinar m a fim de que sejam ortogonais os vetores u = (m + 1,2)ev = (— 1,4) do IR?. 


Solução 
<u v>=(m+D)-D+2.4=-m+7=0 ==> m = 7. 


1 
. Consideremos em P; (R) o produto interno dado por <f(t), g(t)> = f D f(t)g(t)dt. 


Nessas condições, para que valor de m, ft) = mt — 1 é ortogonal a g(t) = t? 
Solução 


m 
4 


1 1 
<f), g)> = f (m? — 1)tdt = i; mt? — ddt = l =0 => m= 2 


. Mesmo enunciado do exercício anterior mudando o produto interno para o seguinte: 


1 
<f) g> = | fDg(mat. 


Solução 


pi 
ji mÊ- ydt=0 


I 


<f(t), g(t)> 


Logo f(t) e g(t) são ortogonais para todo valor de m. 
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So 


10. 


Determinar f(t) € P3 (IR) que seja ortogonal a g(t) = 1 e h(t) = t, em relação ao produto 
interno dado por: 
1 
<E, g> = | fem. 
Solução 
Suponhamos f(t) = a + bt + ct?. Então: 


1 2 3 1 
AR) bt ct 2c 
<f(t), g(t)> = fá (a + bt + ctó)dt = (a Eaa: s=) í =2+5=0 (1) 
1 2 3 4 1 
= 2 = t t t 2 o 
<f(t), h(t)> = i (a + bt + ct“)tdt = (2 + b-7 +c ) -53 = 0 (2) 


De (1) e (2) tiramos que c = —3a e b = 0. Logo f(t) =a — 3at? satisfaz o problema para 
todo valor de a E€ R. 


. Consideremos em P, (R) o produto interno definido do seguinte modo: 


2 


= > ajbi, 


3 ati, biti 
i=0 i=0 i=0 


para todo par de polinômios 


2 « 
f(t) = 5 ajt! e g(t) 
i=0 


2 P 

a bt! 

i=0 

desse espaço. A base canônica (1, t, 2) de P2 (R) é ortonormal em relação a esse 
produto? 

Solução 


Verifiquemos primeiro se os vetores dessa base têm norma igual a 1. 


I? =<1, 1>=1 > =1 
Iti? =<Lt>=0.0+1.1+0.0=1 > iti = 1 
II? = <t, ĉ>=0.0+0.0+1.1=1 => II = 1. 


Verifiquemos agora se os vetores da base dada são ortogonais dois a dois. 
<1,t>=1.0+0-1+0.0=0 (Logo1 e t são ortogonais). 
<Lt>=1.0+0.0+0.1=0 (Portanto 1 et? são ortogonais). 

<t, ĉt>=0.-0+1.0 + 0. 1 = 0 (Então também estes dois vetores são ortogonais). 


Mostrar que a base canônica de P, (IR) não é ortonormal em relação ao produto interno 
dado por: 


1 
<t, g> = | fOgmat 


Solução 
$ 1 1 ã ônica de Pa (IR) 
Zig = — =——, então a base canônica de P3 
M? = <t, t>= | Cat =- Como iti gp mti 


não é ortonormal em relação ao produto considerado. 


11. Seja B = te E» , Zn) uma base ortonormal de um espaço euclidiano. Dados 


n n 
u= `. aigi e V= >, big; calcular <u, v>. 
i=1 i=1 


Solução 


n n Í n n 
<u, y> = e ajBi 5 D = 2, 2 ajb; <£i, 8j> = bo 2 ajbjôij = 
n 
= bo ajbj = abı +... + anbn. 
i=1 


Isto significa que em todo espaço euclidiano pode-se encontrar uma base em relação à 
qual o produto interno fica “na forma habitual”. 


3 
= (— , pelo 
12. Ortonormalizar a base uy = (1, 1, 1), u = (1, —1, 1), us = (—1, 0, 1) do R`, pel 


- processo de Gram-Schmidt. 


Solução 


um LD L/ 1 
(a) = luat NEJ 


: 1 1 1 
(b) vo = uz — <u, 81> g1 = (1, —1, 1) aaa) 


(c) v3 = u3 — <u3, 81> 81 — <us, 82> 82 = (], 0, 1) — 0gy — 0% = (1,0, 1). 


(1, 0, 1) Es = 0 1 p 
Logo g3 = JT = JT "JE 
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13. 


14. 


1 1 1 1 =2 1 -1 1 E 
Portanto sao ds E ; , 50, é a base 
( 3 3 43 ) ( 6 6 é) ( V2 o) 


ortonormal procurada. 


Achar uma base do sub-espaço vi, onde V é o sub-espaço de IR? gerado por (1,0, 1,1)e 
(1,1, 2, 0). Ortonormalize esta base. 


Solução 

Um vetor v = (x,y, z, t) € Rº pertence a Vi see somente se 
<v, (1, 0, 1, 1)>=x+z+t=0e 
<v, (1, 1, 2, 0)> 


x+y+2z=0 
O sistema obtido é equivalente a 

x +Zz+t 0 

y+z-t=0 

cujo conjunto solução é ((-z — t, =z + t, z, t) | z, te R}. Mas 


(=z — t, -Z + t, z, t) = z(—1, —1, 1, 0) + t(—1, 1, 0, 1). 


li 


Como B = ((-1, —1, 1, 0), (—1, 1, 0, 1)} é L.L, então B é base de VL. Vamos ortonor- 
malizá-la. 


Façamos u; =(-1,-1,1,0) e w=(-1,1,0,1) 


u (1, -1,1,0) 


ud NEJ 


(b) vz = u — <w, g1>gı = (—1, 1, 0, 1) — 0g; = (—1, 1, 0, 1). 


(a) g = 


Logo 


Portanto ER 0 o A o —L 
Grp rare) 


é uma base ortonormal de Vi, 


Seja W = {(x, y, z2) € R? |x- 2y = 0}. Determinar uma base ortonormal de W. 


Solução 


Como um vetor típico de W é da forma (2y, y, z) e (2y, y, z) = y(2, 1, 0} + z(0, 0, 1), 
então W = [(2,1,0), (0, 0, 1)]. Mas esses geradores são linearmente'independentes. Logo 


15. 


16. 


(0,0, D, 2,1, 0)) é uma base de W. Apliquemos o processo de Gram-Schmidt a essa 
base. 


Façamos u; = (0,0, 1) e uz =(2, 1,0) e seja {g1, g2 ) a base procurada. 


(0, 0, 1) 


Ee a = 
On=m= 1 =00,) 


(b) v2 = uż — <u, 81> 81 = (2, 1, 0) — 0g; = (2, 1, 0). 


Logo 
= -810 [2 l o 
T a 
2 1 ; 
Assim, (0,0, Di—, ——,0 é uma base ortonormal de W. 
À (G v5 ) ) 


Determinar a projeção ortogonal de u = (1, 1) sobre o subespaço V = [(1, 3)] do R. 


Solução 


3 
A base ortonormal de V é formada por g = 43- E a) 


10 


Logo a projeção é o vetor: 
DO PRP SR JR E (2.4) 
É i V10 À VIO’ vio 5°35 


1 
ho p(bq(t)dt. Ortonormalizar 


utilizando o processo de Gram-Schmidt a base canônica (1, x, xa 


Seja Pa (IR) munido do produto intemo <p(t), q(t)> 


Solução 
Fazendo uy = 1, uy =X, ug = x e (21, g2; ga) a base ortonormal procurada, temos: 
Us 1 ; 2 (1 
= o = dt=1 
O g= TT] eis h 
1 2x -1 
©) v2 =w- <u, gi> g = x-7 =—5 


-1 e 2 
Iva 2 = (25 t) a= mm 


; SE E E 
R= TA V3 (2x 1). 


(c) v3 = u3 — <ua, 81>81 — <U3, 82> & = 


S: DEES. 1 EEA BO 
RR e Qx—-D=x x + 
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17. 


18. 


1 2 


= 5 (6x? — 6x + 1). 


1 
> IIvgll = —— 
6/5 
+88 = a i 
Portanto, (1, V3@x — 1), V5 (6x? — 6x + 1)} é 


a base ortonormal procurada. 


Seja (ei, 82, ... 


r 
Mostrar que lu?l > > <u, g;>2, XY ue V (desigualdade de Bessel). 
i=t 


Mostrar também que se o conjunto dado é uma base ortonormal de V, então lul? = 


= pa <u, g;>?, MuE V (igualdade de Parseval). 
i=1 


Solução 


Seja W = [g,,..., Es), Se p indica a projeção ortogonal de u sobre W, então u=p + h, 
onde he Wi Daí lul? = <p+h,p+h>= ipli? +2<p, h> + Ihi? = lipi? + ibl?. 


r 
Logo lui? > Ipl?. Mas p= Ñ` <u, g;> gi Então: 
i=1 


r T 
ipi? e <u, DB D <u, gj> „>= 
i=1 j=1 ; 


I 
= ba <u, gi>?. 
i=1 


t r 
2 2 <u, gį> <u, gj> ĉj = 


i=1 j=1 


t 
Portanto jul? > 5 <u, E. 
i=1 


Por outro lado, se {g1, . . . , gr} é base de V, então: 


r 
Do ms 155% 
= > <u gi>?. 
i=1 


r 
= > <u, gi> gi. Daí llull 
i=1 


Achar a projeção ortogonal de (1, 1, 1, 1) € Rº sobre o subespaço W = [(1, 1, 0, 0), 
(0, 0, 1, D]. 


Solução 


Notemos que os geradores de W são vetores linearmente independentes e são ortogonais 
entre si. Então para determinar uma base ortonormal de W basta dividir cada um dos seus 
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5 gr) um conjunto ortonormal de vetores de um espaço euclidiano V. 


20. 


21. 


vetores pela sua norma. Assim fe =. 1,0,0) E = (0,0, 1, D) é uma base ortonormal 
T RR 


de W. Então a projeção p de u = (1, 1, 1, 1) sobre W é: 


2 1 1 2 1 1 
p = <u, 81> g1 + <U, 82> 82 =—— wye?) (e 6,——=.—= |= 
AF JZ JZ JI JA 


= (1, 1, 1, 1). Assim p = u, isto é, u € W. De fato u = (1, 1, 0, 0) + (0, 0, 1, 1). 


. Determinar a projeção ortogonal de f(t) = 2t — 1 € P, (R) sobre o sub-espaço U = It], 


1 
em relação ao produto interno dado por <f(t), g(t)> = i f(Dg(t)dt. 


Solução 


i 
Itt= / k Pa Logo {V3t} é uma base ortonormal de U. Portanto a pro- 
3 


jeção procurada é: 


1 
p =<2t - 1, V3t> V3t = (1 /3t(2t — pas) V3t=V3 z: V3t= Dt 


Seja V um espaço vetorial eric lidiano de dimensão finita. Se W é um sub-espaço vetorial 
de V, mostrar que W = (wH. 
Solução 


Moses primeiro que W C (Wil Se u € W, então: <u, v> =0, ve WŁ. Portanto 
u € (W tL, Por outro lado lembrando que V é a soma direta de cada um dos seus sub- 
-espaços com o respectivo complemento ortogonal (proposição 5) temos: 


dim W + dim WL = dim V e 
dim Wi + dim (Wi)! = dim V. 
Então dim W = dim (WD! Juntando as duas conclusões obtidas temos W = (wD. 


Sejam U e V sub-espaços de um espaço euclidiano W de dimensão finita. Provar que 
(U + V)l= UÉ n vi, 


Solução 


2 


(a) Seja w € (U+ v, então w é ortogonal a todo vetor u + v € U + V. Como 
Uc U+VeV cU +V, então w é ortogonal a todo vetor u EU e a todo vetor 


v € V, ou seja, weUlewevi Logo weuln vi 
(b) Seja w € UL n vi Então w é ortogonal a todo vetor de U e de V. Dado então 
u+veU + V, temos: 
<w, u + v> = <w, u> + <w, Y> =0+0=0. 


Portanto w € (U + vt. 


22; 


23. 


24. 


25. 


1 v3 v3 la, ; 
Provar que T € L(IR?) definida por T(x,y) = (ia — 24» =" + E34 é uma isome- 


tria. 
Solução 


Basta mostrar que T conserva as normas: 


ires p = (Lx - y) po x+5 3J 
PRE Ea r 2 2 
“12,32 v3 3 cara doa 3 w 


x +y? = a, pI, MG, y) € R. 


Il 


Mostrar que o operador linear T do R? dado por: 


T(x, y, 2) E 


E EAR N E E 1 Lr 
SB o v VI B SB VJE 57") 


é uma isometria nesse espaço euclidiano 


Solução 

IT O, y, 2)? alt = =) (5 A ta 

e + Rr z) = 2 + +52 a v- z” + 
Ep ' fy? DEN * qe gy a! + at woa 


=x? + y? +z? = I(x, y, zW. 


Seja T uma isometria de um espaço euclidiano V. Mostrar que T conserva o cosseno do 
ângulo entre dois vetores não nulos de V. 


Solução i 
Sejam u e v os vetores, Como T conserva as normas e conserva o produto interno, então: 


<u, y> _ <T(u), T(W)> 


luil livi UT QT (WI 


O primeiro membro é o cosseno do ângulo entre u e v, ao passo que o segundo membro 
é o cosseno do ângulo entre T(u) e T(v). 


Para que valores de n m € R o operador linear F do R? definido por T(x, y, Zz) = 


2 2 À , 
= (x my + 5-2 ny + a é uma isometria? 
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26. 


Solução 


2 2 2 2 
ma, af =at (my +22.) + (+32) =x? + my? +52 à 
1 


+ V2 myz + n?y? +57? +v2nyz=x) + (m? + n?)y? +22 + (V2m + 2n)yz = 


=x + y? +z, NY (x, y, z) € R? 


> 
m +n =1 1 1 
> > m=+t e n=F 
m +n =0 VZ V2 
2 2 2 
Logo T(x, y, z) = Re 2,4), 


Se Tı e T, são isometrias num espaço euclidiano V, mostrar que Ty O T; também o é. Se T 
é uma isometria em V, provar que T-1 também é uma isometria em V. 


Solução 

(1) Já sabemos que se T; e T; E L(V), então T; o Ta também pertence. Por outro lado 
Ty O To (= IT (To OD = UT; DI = ul, Yu E€ V, 
pois tanto Ty como Tz conservam as normas. Logo T; o T; é isometria. 

(II) Já vimos que uma isometria é um isomorfismo. Logo existe T1. Além disso: 
ITW? = <T u), T u> = <T 0), TT u)> = <I(u), Iu)> = 
= lu. 


Logo IIT} (a)l = iul, Yu € V. Portanto T-lé também uma isometria em V. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


Considere no R? o produto interno dado por <u, v> = x1Y1 + 2X2Y2 — X1y2 — X2y1 
para todo par de vetores u = (X4, X2) e v = (Y1, y2) de RÊ. 


a) Determinar m a fim de que os vetores (1 + m, 2) e (3, m — 1) sejam ortogonais, 
b) Determinar todos os vetores do IR? ortogonais a (2, 1). 


c) Determinar todos os vetores (m, m — 1) de norma igual a 1. 


. Determinar todos os vetores do IRÌ de norma igual a 2 que sejam ortogonais simultanea- 


mente a (2, 1, 2) e (— 1,3,4). 


- Determinar uma base ortonormal de cada um dos seguintes sub-espaços do IR? utilizando 


o processo de Gram-Schmidt: 


a) W 
b) W 


IC, 1,0,0), (0,1,2,0), (0, 0, 3,4]. 
[(2, 0, 0, 0), (1, 3, 3, 0), (3, — 3, — 3, %1]. 


Il 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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Determinar uma base ortonormal do sub-espaço W de IR? dado por W = (x y DE 
ER? |x — y= o}. 


Considere a seguinte transformação linear do IR? no IR2: F(x, y, 3 = (x —-y-—z, 
2z — x). Determine uma base ortonormal de Ker(F). 


Seja (g1, ..., En) um subconjunto de um espaço euclidiano V cujos vetores são 
2 n 

ortogonais dois a dois. Prove que D gi = D Igil? (teorema de Pitágoras 
i=1 i=1 


generalizado). 
1 
Em Po (IR) com o produto interno definido por: <f(t), g)> = já f(t)g(t)dt 


a) Ortonormalizar a base (1,1 + t, 22); 
b) Achar o complemento ortogonal do sub-espaço W = [5,1 + t]. 


Determinar uma base ortonormal de W e uma base ortonormal de wi, onde W é o sub- 
-espaço de IR? dado por W = ((x,y,z, Dix +y =0e2x+2z = y}. 


Determinar um vetor unitário do IR? que seja ortogonal a todos os vetores do sub-espaço 
W = [(1,2,-1),(-1,0,2) 


Determinar a projeção ortogonal do vetor (1, 1,0, —1) € RÎ sobre o sub-espaço 
Ww=(gyzDeR Ix-y-z=0e2-2t=0) 


Provar que os vetores 1, te t? — + de P, (IR) são dois a dois ortogonais em relação ao pro- 


duto interno dado por: 


1 
<f(t), g(D> = P f)g(dt. 


Determinar uma base ortonormal do sub-espaço W = [(1, 1, 1), (1, —2, 3)] do R? em 
relação ao produto interno dado por: 


<u, V> = X4y1 + 2X2y2 + X3y3, 
para todo par de vetores u = (X1, X2, X3) ev = (y1, Y2, y3) do R. 


Determinar um polinômio de grau 3 em P} (IR) que seja ortogonal a 1, t e t? com relação 
ao produto interno definido no início deste capítulo como exemplo 2. 


Sejam u e v dois vetores linearmente independentes do IR. Mostrar que existem dois, 
e apenas dois, vetores de norma igual a 1 que são ortogonais simultaneamente a u e v. 


17. 


18. 


19. 


*20. 


21. 


22. 


23. 


*24. 


. Sejam U e V / sub-espaços y vetoriais de um espaço euclidiano de dimensão finita. Provar 


que (U n Wi = ul + vi 


. Seja W um sub-espaço de um espaço euclidiana de dimensão finita V. Para todo v€ V, 


seja v = w + w com w EWew € Wi, Mostrar que a aplicação T: V —> V dada por: 
T(v) = w — w' é linear e tem a seguinte propriedade <u, T(vW> = <T (v), u>, 
Yu, vE V. 


Seja {g1, g2, g3} uma base ortonormal do R. Para todo u € R? definem-se os co-senos 


R <u, 81> <u, 82> 
diretores de u em relação à base dada por cosa = mi cos 8 = TT 
<u, £3> 
cosy = LBZ . Provar que: 


a) u = lul((cosa)gy + (cos )g2 + (cos y)g3); 
b) cos? a + cos? 8 + cos? y=l 


Seja V um espaço euclidiano. Se T: V > V é uma transformação linear que conserva 
o produto interno, prove que T é uma isometria. (Veja a proposição 7.) 
Considere os seguintes vetores do R: u = (2, 2, 2) e v = (3, 3, 1). 


a) Determinar dois vetores V} e Vz tais que v = V1 + V2; Vı é ortogonal a u e 
v = Mu A €R); 


b) Sew = (—5, 1, —1) decompor v em uma parcela de W = lu, wl e uma parcela 
de wi: 


c) Determinar uma base ortonormal de W. 


Seja V um espaço euclidiano. Se u € V, W = [u] e E é a transformação linear que 
associa a cada vetor de V sua projeção ortogonal sobre W, mostre que: 
Iv- EMI < iv — wl, Yve V e YweW. 
Interpretar geometricamente esse resultado. 
Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita e seja E a projeção ortogonal de V 


sobre o sub-espaço W de V. Mostrar que o operador linear E tem a seguinte proprie- 
dade: <E (u), v> = <u, E(W>, Vu, vE V. 


Determine m € R a fim de que o o Sai linear do e seja uma isometria: 


Pano Or aaa teme pt gado z) 
3 y E” vE v6 a E 


Determinar uma matriz ortogonal (at = A") cuja primeira linha seja (+ +). 


Mostrar que a matriz de mudança de base entre duas bases ortonormais de um espaço 
euclidiano de dimensão finita é uma matriz ortogonal. 
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25. Mostre que (l; — A) (l: + AJ! é uma matriz ortogonal, onde A = ( 9 ) 
: -5 0 


*26. No espaço vetorial V = M, (R) consideremos o produto interno definido por <A,B> = 
=tr (AB$). Dada uma matriz M € V, seja TM: V > V o operador linear definido por 


TMO) = MX, vX E V. Mostre que Ty é uma isometria se, e somente se, M é umarmatriz 
ortogonal. 


27. Determine a isometria do R3 cuja matriz em relação à base canônica é 
1 1 


Z v ? 
0 0 14 
Xo w. og 


Obs.: x, y e z devem ser determinados numericamente. 


*28. Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita. Sendo U um subespaço vetorial de V, indi- 
quemos por E : V > U a projeção ortogonal de V sobre U. Provar que E é sobrejetora, isto 
é, Im(E) = U. ; 


5. OPERADORES AUTO-ADJUNTOS 


Definição 8 — Seja V um espaço vetorial euclidiano. Um operador A € L(V) 
se diz auto-adjunto se 


<A(u), v> = <u, A(v)> 


para quaisquer u, v€ V. 


Se a dimensão de V é finita os operadores auto-adjuntos admitem uma caracte- 
rização matricial bastante simples, como veremos a seguir. 


Proposição 9 — Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita. Então, um 
operador A € L(V) é auto-adjunto se, e somente se, a matriz de A em relação a uma 
base ortonormal de V é simétrica. 
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Demonstração 


(=> SejaB= (g,,82,..., En } uma base ortonormal de V. Por hipóte- 


se 
<A(g;), 8> = <gi, A(g)> 


para quaisquer i,j (1 < i,j < n). Mas se a matriz de A em relação a Bé(A)p = (ajj), 
então 


n n 
A(g;) = aki8k e A(gj) = 2 atj: 
k=1 t=1 
(,j = 1,2,...,n),e daí 
n n 
< 5 aki8k: 8j? = Sgi > atj8t>- 
k=1 t=1 
Donde 
n n 
> akiĝkj = by atjô it 
k=1 t=1 


e portanto aj; = aij G, j = 1,2,...,n)e(A)py é simétrica. 


(<=) Seja B= {g1, &,..-, En Juma base ortonormal de V e admita- 
mos que (A)p = (ajj) é simétrica. Então, como 
n n 
< AkiBk. 8j? = 5 akiðkj = äjį ©, analogamente, 
k=1 k=1 
<gi, A(gj)> = aij, 


obtemos que 


il 


<A(g;), g> 


<A(gi), > = <g;, A(g)> 
para quaisquer gi, 8; EB. Considerando então vetores genéricos u, v EV, 


n n 
u= >: Gig; ev = a B;g;» teremos 
i=1 j=1 
n n n n 
<A), v> =< Das, 2, Og>= D 2, sf; <A), g> = 
j=1 i=1 


i=1 j=1 


Ms» 


n 
> aibj <gi A(g;j)> = <u, A(v)>. 
1 j=1 


1 
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Nota: Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita. Se A; e A, são operadores 
auto-adjuntos de V, então A, + A, também é auto-adjunto pois 


<(A1 + Au), v> = <A, (u) + As(u), v> = <A;(u), v> + <A), v> = 
= <u, A(v)> + <u, Av)> = <u, As(v) + Ax(v)> = <u, (As + AXW)> 


É fácil ainda mostrar que se A é auto-adjunto e «E IR, «A é também auto-adjunto. 
Logo o conjunto dos operadores auto-adjuntos de V é um sub-espaço vetorial de 
L(V). 

Fixemos então uma base ortonormal B do espaço V e consideremos a aplica- 
ção 


A (A) 


que a cada operador auto-adjunto AEL(V) associa sua matriz relativamente à base 
B. É claro que se trata de uma transformação linear e injetora. Levando em conta a 
proposição 9 podemos afirmar mais: é um isomorfismo do espaço dos operadores 
auto-adjuntos no espaço das matrizes simétricas de ordem n(n = dim V) sobre IR. 

Logo os operadores auto-adjuntos sobre espaços euclidianos podem sempre 
ser identificados com matrizes simétricas reais. 


Exemplo — O exemplo que apresentaremos mostra que a hipótese de que a 
base B na proposição 9 seja ortonormal é imprescindível. No espaço IR? considere- 
mos o produto interno usual e seja TEL (IR?) definido por 

T(x, y, z) = Qx+22,x+2z,x+2). 


A matriz de T em relação à base B = {(1, 1, 0); (1, 0, 0); (0, 0, 1} (não orto- 
normal) é 


S S 
(= [1 1 1 
1 1 1 


simétrica. Mas T não é auto-adjunto pois <T(1, 0, 0); (0, 1, 0)> = <(2, 1, 1); 
(0, 1,0)> = 1 ao passo que 


<(1,0,0); T(O, 1, 0)> = <(1,0, 0);(0,0,0)> = 0. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Seja H um sub-espaço vetorial do espaço euclidiano V. Então cada vEV se expressa, de 
uma única maneira, como 


v=h+t 
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onde hEH e te Ht. Considere a aplicação A: V > V definida por 
A(v) = h — t, qualquer vE V. 
a) Mostrar que A é linear e é auto-adjunto. 


b) Se V = IR, com o produto interno usual,e H = [(1, 1, 0)], achar a matriz de A relativa à 
base usual do R°. 


2. Seja V um espaço euclidiano de dimensão finita. Mostrar que duas quaisquer das proprieda- 
des a seguir de um operador A E L(V) implicam a restante: 


a) A é auto-adjunto 
b) A é uma isometria 
o) A? =I 


3. Seja TEL(V) um automorfismo. Se T é auto-adjunto, mostrar que T7! também o é. 


4. Seja A um operador auto-adjunto de um espaço euclidiano V, Se H é um sub-espaço vetorial 
de V com a propriedade 


ucH > A(ucH 


mostrar que Ht tem também essa propriedade. 


5. Seja T um operador auto-adjunto de um espaço euclidiano V. Se <T(u), u> = O, para todo 
u€ V, mostrar que T = 0. 


6. Sejam T, SEL(V) operadores auto-adjuntos. Mostrar que: TOS é auto-adjunto se, e so- 
mente se, TOS = SOT. 


6. ESPAÇOS HERMITIANOS 


Indicaremos brevemente como os conceitos apresentados nos §§ 1 — 5 se 
apresentam em um espaço vetorial sobre o corpo C dos números complexos. 


Seja V um espaço vetorial sobre C. Um produto interno sobre V é uma 
aplicação 
(u, v) > <u, v> 
de V X V em C, para a qual se verificam as seguintes condições: 
(a) <u + wu, V> = <u, V> + <w, V>, Yu, w, vEV; 
(b) <au, v> = a <u, v>, Ya ET e Vu, vE V; 
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(c) <u, v> = <v, u>, Yu, vE V; 
(d) Para todo u E€ V, u #0, <u, u> é um número real maior que zero. 
Exemplo — Seja V = Ç”. Se u = Gis -. -3 Xn) € V = (Yn Y2, .. 
indicam vetores quaisquer de C”, então a aplicação dada por: 
(u, V) P <u, v>=xy1 +... + XnYn 


define o chamado produto interno usual de C”, Verifiquemos as condições (c) e 
(d) da definição 


“> yn) 


() <,u>=yM F... ty Nm +... + = 
=X t... + Xnyn = MV +... + nn = <u, v>. 


(d) Se u £ o, então um dos x; pelo menos não é igual a zero. Logo: 
<u, U> = XX1 +... + Xpn = Iyl+...+IxÊ>o. 


Queremos registrar que os conceitos fundamentais introduzidos nos espaços 
euclidianos (norma, distância, ortogonalidade, base ortonormal, complemento 
ortogonal e isometria) são definidos do mesmo modo num espaço vetorial sobre C 
com produto interno. E resultados importantes obtidos, como a desigualdade de 
Cauchy-Schwarz, as propriedades da métrica induzida pela norma, o teorema 
de Gram-Schmidt e a proposição 7, também são válidos neste caso. Apenas as 
demonstrações teriam que ser ligeiramente mudadas. 


Um espaço vetorial complexo com produto interno é também chamado de 
Espaço Hermitiano. 
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CAPÍTULO 7 


Determinantes 


1. PERMUTAÇÕES 


Seja n > 1 um número natural. Consideremos o conjunto Ny = (1,...,n). 


“Definição 1 — Toda aplicação bijetora o: Nn > Nn chama-se permutação 
do conjunto Np. $ 
Se o e y são permutações de N então coy:N, -Np também é uma permuta- 
ção. A aplicação idêntica de N, (indicaremos por id) é obviamente uma permuta- 
ção. Além disso, a inversa o! de uma permutação o de N, também é uma permuta- 
ção de No. 


Notação: indicaremos abreviadamente uma permutação o de Np por 


1 2 ass n 
E o(2) ... gia ` 
Exemplos 


1) Se n = 2, existem duas (= 2!) permutações do conjunto N, = {1, 2} 


que são 
1 2 12 
id = o = 
id Lg 2 1 


2) Existem 6(= 3!) permutações de N; = (1, 2, 3). São elas: | 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 (i 2 à) 
Eco ea 1 3 2)" 
1 2 3 1 2 J 
1 É (3 E S AO 


3) Existem 24(= 4!) permutações de N4. Escreva-as como exercício. 
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Definição 2 — Consideremos uma permutação 
1 DE A n 
o = 
o(1) o(2) ... o0) 
de N,. Seja r o número de pares ordenados (i,j) com 1 < i < j < n tais que 


o(i) > o(j). Chama-se sinal da permutação o o número inteiro representado por 
sgn(o), que é 


sgen(o)= 1,ser é par 
sgn (o) = —1, ser é ímpar. 
Exemplos 
1 2 3 
1) Seja o= 
i 3 1 2 
Os pares (i, j) com | <i < j< 3 e o(i) > o(j) são (1, 2) e (1, 3); logo r = 2 
& sgn (o) = 1. 
x 1 2 3 
2) Seja o= ; 
f f 3 Al 


O único par (i, j) com 1 <i < j < 3 e o(i) > o(jĵ) é (2, 3). Então r = 1 
e sgn (0) = —1. 
1 2 
3) Tomemos o = 3 i 
k 3 12 4 
Neste caso os pares (i, j) com 1 <i<j<5eoc(i)> o(j) são (1, 2), (1, 3) e 
(4, 5); logo r = 3 e sgn(0) = —1. 


4 
5 


Definição 3 — Uma permutação o é par (respectivamente, ímpar) se 
sgn(o) = 1 (respectivamente, sgn (0o) = —1). 


Definição 4 — Chama-se transposição uma permutação Z em que existe 
apenas um par (i, j) de maneira que i < je Z(i)> Z(j) e que deixa os demais 
elementos fixos, isto é, Z (k) = k, k + i,j. Esta transposição é indicada por (i j). 


Exemplos 
(. 2 i : 
5 (aquii=1 e j=2); 
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RA EEE, 
. (aquii=2 e j= 3); 

E q j 
ER 
2 


neste exemplo i =3 e j= 6). 
6 4 5 s) ( p : ) 


Nota: As transposições são permutações ímpares muito simples pois n — 2 ele- 
mentos de Np = {1, ..., n} são inalterados por elas e, logicamente, os outros 
dois são invertidos ou transpostos. 


As transposições são importantes devido ao seguinte teorema, cuja demons- 
tração omitiremos. 


Teorema 1 — Toda permutação o do conjunto Np pode fatorar-se na forma 
o= TO T,0...0 Ts onde Zj são transposições. Se o = To ão, si 
o T; é outra decomposição de o em transposições, então s e t são ambos pares 
ou ambos ímpares. Além disso, sgn(o) = (— 1). 

Decorre desse teorema que sgn(0 Oy) = sgn(o) sgn(y), onde o e p são 
permutações quaisquer do conjunto Ny. Em particular para toda transposição 7, 
sgn(o 0 Z ) = —sgn (0). A verificação destas fórmulas é uma tarefa para o leitor. 


2. DETERMINANTES 


Seja A = (a;j) uma matriz real de ordem n. Consideremos um produto da 

forma 
do(1) d20(2) * -+> * Ano(n) 

onde o é uma permutação do conjunto Np. Nesse produto aparece apenas um 
elemento de cada linha de A (pois os primeiros índices não se repetem) e apenas 
um elemento de cada coluna de A (pois os segundos índices também não se 
repetem, já que o é bijetora). Vamos multiplicar esse produto pelo sinal de o que 
é 1 ou —l: 


sgn(o) a1o(1) azo(2) * -+-+ ° Ano(n)- 
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Finalmente somemos todos: os números assim obtidos, de maneira que o percorra 
o conjunto de todas as permutações de Ny. Teremos portanto n! parcelas na 
somatória 


a sen(0) aro(1) da20(2) °... * Ang(n)- 


o 


F Definição 5 — Chama-se determinante da matriz A de ordem n o número 
re 


det(A) = > sgn (0) a1o(1) 220(2) Egara á Ano(n)- 


[o 


Exemplos 
1) Se A = (a), então det (A) = aj. 


21 a22 
As permutações do conjunto (1, 2) e seus sinais são 
id = i z) (sinal 1) e o= ? (sinal —1) 
1 2 2 1 


Logo det(A) = aja, — dido. 


2) Seja A = (o a EM (R) 


3) Seja A = à è an az E M; (R). 
a31 a32 às 


As permutações do conjunto {1, 2, 3} e respectivos sinais são 


1 3 Te 3 

( 5) p ( 3 à) CL) 
1 3 1 
É J End) É 
3 1 
) (1) G 


= N U N N N 
e N N N 
mæ Ww 
Na 
J 
n 
Næ 


Logo 
det(A) = as ®%22ā33 + a 82383 + 213821032 — 11323832 — A182283 — 


— an 821833 


Notemos que como o número de parcelas de det(A) é n!, então o cálculo 
de determinantes através da definição se torna trabalhoso em demasia para n > 3. 
Mas em certos casos, como no exemplo seguinte, o problema é relativamente 
simples. 


4) Seja A = (a;j) uma matriz de ordem n em que a; = 0, sempre que i # j. 


Mostremos que neste caso det (A) = ajã22 ... ann. De fato, temos: 
ai 0 ... 0 
AE 0 da2 0 
0 O ... am 


Examinemos cada parcela que figura na expressão de det (A). Para o = id, temos 
sgn (id) = 1 e portanto aparece a parcela aj;ã,» ... ann- Se o # id, existe i E Np 
tal-que o(i) + i; logo na parcela definida por o aparece o elemento Ajo(i) que não 
pertence à diagonal principal de A, o que significa que a;g(1)220(2) - -+ iof) -> 
ano(n) = O. Assim, as parcelas correspondentes aos o * id são nulas e o deter- 
minante se reduz a 


det(A) = anão * ...* apn- 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Calcular sgn(0) nos seguintes casos: 


1 2 3 4 1 23 4 
(a) (b) 

4 3 2 1 2 1 4 3 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 6 
(c) (d) 

2 3 4 5 1 4 5 6 1 2 3 
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- Calcular det(A) nos seguintes casos: 


E SAS 
o 4= ( ) wa- (5 1 
2 3 2 0 


1 3 1 IS 2al 
(c) A= 2 1 0 (d) A=[2 1 3 

0 1 1 1 0 1 
(e) A= 


e e vù m 
O e N oO 
o © O me 


0 
0 
E (1) A= 
-1 
. Calcular det(A) (A € IR): 


(a) A eu i E 
a = = 
i es (b) A= E E 


- Determinar os valores reais ou complexos de À de modo que det(A) = 0 no exercício 3 


2 
. Seja A= 


tra 


3 4 
1 2 
0 0 2 


Calcular det(A — AIs) e, a segui inômi p obti 
à 3 guir, no polinômio A) ob i 
gi i ( 5 ( ) tido, substitua A por A, obtendo 


> Amplie as idéias usadas no exemplo 4 deste parágrafo para provar o seguinte: se A = (ai) 
é uma matriz em que aij = 0, todas as vezes que i < 1, então s 


det (A) = alaa en... ann- 


- Escrever todos os produtos 0 O ponde Ge ysão permutações de 


a) No b) N; 


3. PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES 


Seja A = (a;j) uma matriz de ordem n. A linha jésima da matriz A 6 
AM = (aj aj -.. ajn) que indicaremos apenas por Aj, para facilitar a notação, 
Então a matriz A pode ser representada pela sequência de vetores-linha 


AÍ 
A? 


> 
II 


AR 
Isso nos permite pensar no determinante como uma função de n variáveis At, 
A?,..., AP que são vetores do R”: 


A} 
A? 
det(A) = det 


An 


Nota: Podemos também pensar no determinante como uma função das n colunas . 
Ai, ..., An de A. Conforme veremos na proposição P5, tanto faz pensar em 
termos de linhas como de colunas. Em razão da definição que demos de deter- 
minante, vamos trabalhar sempre com as linhas, até que se estabeleça a propriedade 
P,. Daí para a frente, cada propriedade enunciada em termos de linhas tem uma 


correspondente para colunas e vice-versa. 


P,. A função determinante é linear em cada uma das variáveis A!, A?, ..., AP, 
isto é: l 
(a) det(A}, A?,..., AŻ +A',..., A”) = 
= det(A!, A?, ..., AÍ ..., A”) + det(A}, A?, ..., A", ..., AM); 


(b) det(A!, A?, ..., MAL, ..., AP) = A det(A!,..., AŻ, ..., A?) 


para todo 1 < i < ne todo AER. 
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P}. 


P,. 
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Prova — Esta propriedade decorre de que em cada uma das parcelas de 


det(A) = 5 sgn(o)aio(1) - - - ano (n) aparece um e apenas um elemento de 
p 


cada linha. = 
Exemplos 
x+1 y-1 z-3 Xx y Z 1 -1 —3 
1) det 1 0 2 =det|1 0 2)+detl1 0 2 
2 2 1 22l 2 2 1 


devido ao fato de que determinante é uma função linear na primeira 
variável A!, que neste caso é AŻ = (x + 1, y — 1, z — 3) = (x, y, zZ) + 
+ (1, —1, —3). 


3A A A 3 2 
2) det [1 3 2 | = Adet 1 3 2 | „devido 
4 -i 4 -1 


ao fato de determinante ser linear na primeira linha que é A! = (3), 2A, A) = 
= M3,2,1). 


x+2y 1+t x 1 x 1 
3) det = det + det 
x+3y 2-t x 2 3y —t 


2y t 2y t 
+ det + det =x — 2tx + y — 5yt. 
x 2 3y —t 


Explique como chegamos a este resultado. 


Se A = (A!, A?,..., A?) é uma matriz de ordem n e se Ai = ak, com 
j < k então det(A) = 0. 


Prova — Será feita no apêndice ao fim deste capítulo. m 


Dada uma matriz A de ordem n suponhamos que B é a matriz obtida da 
seguinte maneira: 


B = (At, ..., AÌ, ..., AÍ, ... , A”), sendo que 
A = (Al, ..., AÍ... AÍ, AM, 
Então det(B) = — det(A). 


P4. 


P;. 


det(A}, ..., A,... 


Prova — De fato, det(A}, ..., AÌ + AÌ, ..., AÌ + AÌ, ... , A™) = O, pois, 


há duas linhas iguais (i e j). Então, pela linearidade em cada variável, 
0 = det(A}, ..., AÎ + AÍ, ..., AÍ + AÍ, ..., A”) = 
= det(A!,..., AÍ, ..., AÍ... , AP) + 
+ det(A!, ..., AÌ... , AÍ, ..., A”) + 
+ det(A!, ..., AÌ, ..., AŻ... , A”) + 
+ det(A}, ..., AÍ, ..., A, ... , AP). 
Pela propriedade (P2), 
det(A}, ..., AÍ... , AL... ,AD)=det(A!,...,A),... 
Logo 


„AÍ ...,A®)=0. 


„AÍ, ...,A®) = —det(A},..., AŻ... , AÍ, ..., AP), a 


Nota: A propriedade P} costuma ser assim enunciada: se trocamos entre si 
duas linhas de uma matriz A, o determinante muda de sinal. Decorre daí 
(não faremos a demonstração) que se o é uma permutação das linhas de 
A=(A!,..., A”), então 


det(ASD, ..., AS) = sen(o)det(A!,..., AM). 


Sugestão para o leitor fazer a demonstração: usar o teorema 1. 


Seja A = (A!,..., A”). Então vale sempre a igualdade: 
det(A) = det(A!,..., AP) = det(A!,..., AÎ + 


n 
+ aA", ..., AM, Yak ER. 


mp 
= 


ži 
A prova decorre de P, e P,; fica como exercício. 


m 


Det(A) = det(A), para toda matriz A de ordem n. 


Prova — Fica como exercício. 

Nota: A propriedade P; permite estender as propriedades das linhas de A 
às colunas de A. Por exemplo, se duas colunas de A são iguais então det A=0. 
Escreva as propriedades P}, P}, P; e P4 em termos de colunas, como 
exercício. 
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Exemplo 


O exemplo a seguir mostra como a propriedade P, para colunas pode ajudar 
no cálculo de um determinante. Seja 


1 5 2 1 

3 4 2 0 
A= 

1212 

03 1 3 


Somando à segunda a primeira coluna, multiplicada por —5, obtemos a 
matriz 


1 0 2 1 
3—11 2 0 
1-3 1 2 
O 3 1 3 


que tem o mesmo determinante que A (mas não é A). Em seguida substi- 
tuímos a terceira coluna pela diferença entre a terceira e o dobro da primeira 
coluna desta última matriz: 


1 0 0 1 
3—11 —4 0 
1 -3 -1 2 
O 3 1/3 


Substituindo nesta última matriz sua quarta coluna pela diferença entre ela 
própria e a primeira coluna: 


1 0 0 0 
3—11 —4 -3 
1 -3 -1 1 
0 3 1 3 


Em seguida multiplicamos a segunda coluna por = e somamos com a 


terceira coluna e depois multiplicamos a segunda coluna por = e somamos 
à quarta coluna: 


3 —11 0 0 
1 20 
13 ma 
1 24 
0 3- 1 


1 -3 11 0 
—1 
0 3 1 4 
e pelo exercício 6 acima det A = —4. 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
1. Provar que se A = (Ay,..., Ap) € M, -> Àn E IR, então det Ar, ..., AnAn) = 
=E Npe ine? Andet(A). 
2. Sem cálculo, provar que a matriz 
3-6 x 
1-2 y 
2-4 z 


. Compare det(As, ..., An) e det(Ay, A1 + A2, A1 + A3,.. 


tem determinante igual a zero quaisquer que sejam x, y, z E R. 


. Seja À uma matriz de ordem 3. Provar diretamente que det(A) = deAS. 


“3 Aí + An). 
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5. Seja A uma matriz de ordem n tal que A + AÍ = 0. Provar que det(A) = (— 1)Ndet(A). 


Que acontece se n é ímpar? 


a 


6. Seja A= | 2 | (bb... b). Quanto é det (A)? 


Dec. 


7. Provar que 


1 2 q? be a q? 
det [1 b? bt? | =detf ca b b? 
1 ê è ab c 2 


usando as propriedades P4 e Ps. 
8. Seja A = (As, Az, A3) uma matriz de ordem 3. SejaB = (Ay — Az — A3, A2 — A1 — A3, 
As — Ay — A3). Provar que det(B) = — 4 det A. 


9. Provar que det(A) = 0 sendo 


1 cosa cos2a 
A = cosa cos2a cos3a 


cos2a cos3a cosda 


4. COFATORES 


Tomemos a matriz 
dm an às 
d& an a33 
dz da da 


Seu determinante é dado pela soma das seis parcelas sgn (O) 15 (1) 22 0(2) 230(3) - 
Existem duas permutações que levam 1 em 2: (à direita, está o seu sinal) 


1 23 (1) 1 2 3 
ag e 
213 ed (+1). 
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Na expressão do determinante de A agrupemos os termos que contêm aj: 
—ar 321333 + 42223231. Analogamente existem duas permutações que levam 
2 em 2: 

1 2 3 1 2 3 


io peca IER yag Y 


a primeira par e a segunda ímpar. Agrupemos os termos correspondentes: 
aj1322d33 — 213822831. Existem finalmente duas permutações que levam 3 em 2: 


1 2 3 1 2 3 
—1) e +1 
1 3 2 ep 31.2 Gr) 


a primeira ímpar e a segunda par, cujos termos correspondentes são: — a; a33432 + 
+ a13ā21832- 


Assim 
det(A) = (~an anã + a223331) + (a118a22833 — a13322831) + 
+ (ajsã1a2 — as 223839) = a12 (â21ā33 — a23ā31) + 
+ an (asas — â13831) + az (a13a21 — a11823) = 
= a As + aÃ + anÃg, 
com a definição evidente de Ay, A22 € Am. 


Observemos que 


a a a a 
Aaii 21 d23 dot u n) 


e Ay =—det 
a21 a23 


3 . 
A expressão det(A) = > ajzAj é o desenvolvimento de det(A) pela 
i=1 
segunda coluna. O que foi feito com respeito à segunda coluna também vale para 
as duas outras, ou seja, 


3 
det (A) = A axAx (k=1,2,3). 


i=1 
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Nota: Tudo o que foi feito para as matrizes de ordem 3 vale para as matrizes de 
ordem n. Para verificar tal afirmação seja A uma matriz de ordem n e fixemos um 
índice j, 1 <j < n. As n! permutações do conjunto (1, 2, . . . , n}. estão repartidas 
em n classes disjuntas S4, ..., Sn, onde S; consiste das permutações o tais que 
o(i) = j. Além disso cada classe S; consiste do mesmo número de permutações 
que é (n — 1)!. Decorre daí que: 


det(A) = >» sgn(o)asjazo(2) *...* Ano(n) + 
cES1 


+ > sgn(0o)a1o(1)%2jä30(3) *... * Anon) + 


cE, 


+... + 2 sgn(o)aio()a200) * 
cESn 


= ajjÃsj + a2jA3j Pans + anjAnj 


* âan-1, o(n-1) ànj = 


onde 
Aj = > sen(o)ass() * e. Ai so(i-nd+,o(i+) * e. * ano(n) 
cESi 
(i=1,2,...,n). 
Portanto 


a 
det(A)= 5 ajAj® Mj=1,...,n 


i=1 


Definição 6 — O número real A;j obtido segundo as considerações acima 
chama-se cofator do elemento aij da matriz A. Devemos notar que A;j é o deter- 
minante da matriz de ordem n — 1 obtida de A pela supressão da linha i-ésima e 
da coluna j-ésima, multiplicado por (—1)i+), 


C) Esteéo desenvolvimento de det (A) pela coluna i-ésima. É possível provar que det (A) = 
= 5 arjAri, para todo r tal que 1 < r < n. É o desenvolvimento de det(A) pela 


i=1 
r-ésima linha. Para isto basta lembrar que det (A) = det (AS. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Calcular os cofatores de cada um dos termos da matriz 


121 
A=|0 12 
2 3 1 


2. Calcular o cofator do elemento x da matriz , 


0 1 0 3 
Nene E y ho ad 
2 1 0 0 
3 x 2 1 


3. Desenvolva pela primeira coluna (det(A) = 5 ajnAijs) e depois calcule o determinante 


i=1 
da matriz 
3 4 
11 
2 0 
4. Repetir o exercício 3 com a matriz 
[h2 1 3 0 
1 2 1 0 
o 0 2 1 
3 1 1 4 
5. Sejam A, B e C matrizes de ordem 2 e seja 
Aic 
x= (--4--- 
0 B 


de ordem 4. Provar que det(X) = det(A)det(B). Este resultado vale para A,B, C E€ My(IR). 
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5. ADJUNTA CLÁSSICA E INVERSA 


Definição 7 — Seja A = (aij) uma matriz de ordem n e seja Ajj o cofator 
de ajj. Chama-se adjunta clássica (ou simplesmente adjunta) de A a matriz 


Am Ag1 sos Anı 


esesnssoso cana a 0 0 0d 


Ain Azn ... Am 
Calculemos o produto (Adj AJA. O elemento de posição (i, j) nesse pro- 


n 
duto é ba Axiak; e este número é igual a ô;jdet(A). De fato, para i = j essa 
k=1 
n 
soma vale > aki Aki que é o desenvolvimento de det (A) pela coluna i-ésima. 
k=1 

Para i #j é o desenvolvimento Es coluna.i-ésima do determinante da matriz A’ = 
=(A,..., Aj, -- -> Ajs..., An), com as colunas i e j iguais, e portanto vale zero. 
Então (Adj qu = (det (ADIn. Se considerarmos o desenvolvimento de det (A) por 
meio de uma de suas linhas chegaremos a que A (Adj A) = (det (A))In. 


Portanto vale sempre a igualdade: 


det (A) 
A(Adj A) = (Adj AJA 


det (A). = 
` det(A) 


det (A) 1. = det(A)In. 
q 
Relembremos: uma matriz A de ordem n é inversível se, e somente se, existe uma 


matriz B, também de ordem n, de maneira que AB = BA = 1,. Então das consi- 
derações que acabamos de fazer resulta a seguinte proposição: 


Proposição 1 — Uma matriz quadrada A tal que det (A) + O é inversível e 
sua inversa é dada por: 
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Exemplo — Seja 


cujo determinante é 1 X 7 — 1 X 2 = 5. Neste caso a adjunta de A é a matriz: 


= 


Temos 
Logo 


O teorema a seguir será demonstrado em apêndice; sugerimos ao leitor que 
faça sua demonstração quando A e B têm ordem 2 


Teorema 2 — Sejam A e B matrizes de ordem n. Então det(AB) = 
= det(A) det (B). 


Corolário — Seja A uma matriz de ordem n, inversível. Então: 
det(A) #0 e det(A-!) = (det (A))!. 


Demonstração — Por hipótese existe uma matriz B de ordem n tal que 
AB = BA = In. Logo det(AB) = det(A) det (B) = det (In) = 1. Daí det(B) £ O 


e det(B) = Ei a 
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6. REGRA DE CRAMER 


Consideremos um sistema de Cramer sobre R: 
ajX1 + a12 X2 +... + dinXn — bi 


az21X1 + a22X2 +... + a2nXn bz 


anıXı + aņmX2 +... 
ou, equivalentemente, 


AX = 


onde A = (a;j) é inversível, X = (x, x ... Xn)! e B = (b, bz ... bn)t. Já vimos 
no capítulo E que tais sistemas são compatíveis determinados com solução dada 
por X = A-1B. Levando em conta a proposição 1 do parágrafo precedente, temos: 


1 


X= det(A) (adj A)B. 
Este último resultado nos permite calcular explicitamente x4, 
como. 
X1 Aim As a Anı 
X2 2 1 An An ... Am 
; det(A) P a 
Xn Ain Azn ... Ann 


cad ja, 
= der(A) 


n 
O termo ba Ajıbj é o determinante da matriz 
ja 


bi an ... am 


cerco raros nan 4 
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“.., Xn. Vejamos 


n 
desenvolvido pela sua primeira coluna. De um modo geral o termo 5 Ajkbj 


(k=1,2,...,n)éo desenvolvimento, pela coluna k-ésima, do deter 


matriz 
à bı ain 
a21 bz azn 
Ak = i 
an --. bn ... âm 


j=1 


minante da 


obtida de A pela substituição de sua k-ésima coluna por B. Temos então finalmente 


det (Ag) 
žk 5 det(A) 


(k=l, Des 


n). 


Esta fórmula dá a solução de AX = B quando A é inversível e é conhecida 


como regra de Cramer. 


Exemplo — Resolver o sistema 


2x -y —22=5 
4x ty +2M=1 
8x —-y + z=5 
Neste caso 
2-1 -2 
A=|4 1 2 e det(A) = 18. 
8-1 1 
Além disso 
[511 -2 2 151-2 
A ={:i1] 1 2 „a= 14 442 e As = 
CER 8 i5! 1 


com det(A,) = 18, det(A) = 18 e det(As) = —36. 
Logo 


2-1 
4 1 
8 —l 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


**2, 


*3. 
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Calcular, se existir, a matriz inversa de A (usando sua adjunta) e use essa inversa para 
resolver AX = B nos seguintes casos: 


Do (9 


1 2 1 3 
ba=ļ{1ı1 01 B=[ 1 
2 1 0 2 
1 1 2 0 4 
0201 3 
o A= B= 
0032 2 
00 0 4 1 


Seja a matriz de ordem n + 1 (Vandermonde) 
1 2 n-1 n 


ao ap ... ag ag 
2 n-1 n 
1 a a; “.. aj aí 
A= 
1 an ar dis a an 
a) Provar que det A = (aj — aj), onde o símbolo TT significa 
0O<sxi<j<n O<i<js<n 


que devemos multiplicar todos os números aj — aj com os índices i e j satisfazendo 
a condição O < i <j < n. Por exemplo, o determinante de 


1 ag ag 


1 a af vale (a, — as)(az — ag)(ay — ag). 


b) Provar que se aj + aj parai + j então A é inversível. 


Seja 
x y Z t 
-y x-t zZz 
A= 
-zZz t x-y 
-t -Z y X 


uma matriz de ordem 4, com x, y, Z, tE IR. Calcular det A e provar que A é inversível, 
se ao menos um dos 4 números x, y, z e t não for nulo. 


7. DETERMINANTE DE UM OPERADOR LINEAR 


Seja V um espaço vetorial de dimensão n. Se F:V > V é um operador 
linear e B e C são bases de V, sabemos que existe uma matriz inversível M tal que 
(l)o = M~’ (F)gM. Logo 


det ((F)c) = det(M-!(F)pM) = det (M-!) det ((F)p)det(M) = 
= (det (M))"!det(M)det((F)p) = det ((F)p). 


Assim, embora a matriz de F dependa da base escolhida em V, todas as 
matrizes que representam o mesmo operador F têm o mesmo determinante. 


Definição 8 — Chama-se determinante de um operador linear F: V > V o 
determinante da matriz de F em relação a uma base qualquer de V. Usaremos a 
notação det(F) para indicá-lo, 


As seguintes propriedades são imediatas: 
(I) Se F e G são operadores lineares de V, então 
det(F o G) = det(F)det(G). 
(ID) det(I) = 1, se I indica a identidade de V. 
(ND F: V > V é um isomorfismo se, e somente se det (F) 0. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Seja F: Rê > R? o operador linear dado por F (1, 0) = (2, De F(O, 1) = (3, 3). 
Calcular det(F). 


2. Seja H:V >V a homotetia H, (v) = av, VvEV. Calcular det(H). 
3. Seja F: V -> V um operador linear tal que F? =F, Quanto vale det (F)? 


4. Seja F: IR? — IR? dado por F(x, y, Z) = (x — y +Z, 2x — z, x +y + z). Calcular det(F) e 
det(F?). . 


217 


APÊNDICE IV 
Determinante de um Produto de Matrizes 


Neste apêndice provaremos os resultados sobre determinantes não demons- 
trados no texto. 

(P2) Seja A = (A!,..., A?) uma matriz de ordem n. Se existem i, j, 
com 1 <i<j<neA!= AJ, então det (A) = 0. 


Demonstração — Seja T= (ij) a transposição determinada por i e j; isto é, 
c()=), cl)=ie T(k) = k, sek +i ek#j. Dada uma permutação qualquer 
o do conjunto (1, ..., n} a permutação oO T é tal que sen(00T) = 
= sgn (o)sgn ( 7) = (—1)sgn (o) = —sgn (0). Vamos repartir o conjunto de todas 
as permutações de Ny da seguinte maneira: 


fo, 010 Z } U {02,020 T)U...Ulop,opo T} 


; Sand aa E Ra n! ; 
onde os conjuntos binários são dois a dois disjuntos e p = 2: Daí: 


det(A) = 3 sgn(0) ao (1) “+ * anon) 7 sgn(01)arg, (Dº---* ano, (n) a5 


o 
+ sgaoii Tao, MD t- t Anta tn Fe... + 
T sgn(0p)aiop(1) ESS anop(n) + sgn (op T)ar lop OM * 


. ân(opT)(n) = 


P f 
= 5, sen(os) lan) * -- -+ anor(n) — Mo DM "et An(or UM] 
t=1 


Para cada r = 1,2,..., p, vale a igualdade 
dior(1) * ++- * Anor(n) = (or DI) * +-+ * An(or T)(m)- 
De fato, fazendo o, = o para simplificar a notação, temos: 
dio(i) = di(o T)(j) = Aj(o T)(j)> 
pois Al = A), e ajo(j) = dio T)(i)» pelo mesmo motivo. 
Além disso, temos também, Yk + i,j, ako(k) = 2k(o T)K)- 


Logo, os fatores são os mesmos nos dois produtos cuja igualdade afirmamos 
valer. Segue daí que det(A) = 0. m 
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Teorema 2 — Sejam A e B matrizes 
— det(A) det (B). 


Demonstração — Sejam A = (aj), B = 


n 


de ordem n. Então det(AB) = 


(bij) eC =AB= (cij). Logo 


=> akbkj G j=1,..., n). 
k=1 
Então det(C) = 
Danese Zua Aitua a 
= dtp o re e E E E AI E nA E A = 
Da bi VA a nine DE 
aik;Pkj1  ArkoDk,2 Asknlkgn 
=5 > . Judet DE erdi trasen ran si EO 
k k k l 
l G n ank; Pk;1 ankzPkzn rar anknOknn 
aik dik aik. 
(2) t 2 n 
= byabk2 eis Dkpn a DER PDI EREN RR 
(kr... kn) TATTA a; 
a gar a 
© i “mA 6) 
= brjdk,2 Digo bkm détl ss soci sessoss = 
(kis Kos.. , Kn) 


kj # kj 

6) 

= > bradky2 - - - benn sgn (0) det (A) = 
o 


(6) 
= det (A) ba sgn (o) bkjibka2 - Dkpn = 
o 


(7) 
= det(A) > sgn (0) bik; Cie: bakn = 


det(A) - det(B). m 
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Explicações 


1) Usamos o fato de que o determinante é uma função linear em cada coluna. 
Esse fato foi usado para todas as colunas. 


2) Mais uma vez a linearidade, usada nas n colunas. 


3) Eliminamos as parcelas em que k; = kj com i + j pois neste caso 
dk e aca kn 
det assina =0 


(duas colunas iguais). 


4) Com a hipótese k; + kj para i + j, a matriz 


tem as mesmas colunas que a matriz A, porém permutadas. Se 
1 E 
o = 
ki k ... ka 
então a matriz acima tem determinante igual ao de A multiplicado por sgn (o). 
5) Óbvio. 
6) Uma permutação e sua inversa tem mesmo sinal. 


Definição de determinante. 


Nota final: Toda a teoria sobre determinantes de matrizes reais aqui construída 
poderia ser feita para as matrizes complexas de maneira inteiramente análoga. 
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carituLo 8 


Formas Bilineares e Quadráticas Reais 


Em algumas passagens deste capítulo o leitor encontrará uma certa seme- 
lhança entre o que se expõe aqui e o que foi exposto nos capítulos 6 (Espaços 
com Produtos Internos) e 7 (Determinantes). Mais precisamente, o estudo das 
formas bilineares simétricas é uma generalização do que se fez no capítulo 6 e o 
estudo das formas bilineares anti-simétricas está, de uma certa forma, ligado ao 
estudo dos determinantes. Em realidade o determinante pode ser visto conio uma 
forma (multilinear) anti-simétrica. 


1. FORMAS BILINEARES 


Definição 1 — Sejam U e V espaços vetoriais sobre IR. Uma função 
f: UX V> R é uma forma bilinear se, e somente se, 


a) f(u, + u, y) = f(u, v) + f(u, v); 

b) f(au, v) = af(u, v); 

c) f(u, vı + vo) = f(u, vı) + f(u, v2) e 

d) f(u, av) = af(u, v), 
para todos os vetores u, u; e u, de U, v, vı e vz de V e para todos os escalares 
aE R. 

O conjunto de todas as formas bilineares de U X V em R será denotado 
por B(U; V) e, quando U = V, apenas por B(U). 

O conjunto B(U; V) tem uma estrutura de espaço vetorial sobre IR. De fato, 
sendo f e g formas bilineares desse conjunto, define-se f + g por (f + g)(u, v) = 
= f(u, v) + g(u, v) e Af(à € R) por (àf) (u, v) = Af(u, v), para todo (u, v) E U X V. 
É um trabalho rotineiro provar que f + g e Af pertencem a B(U; V). 

Exemplos 

1) Sejam U = V = R?” e f: R” X R” > R dada por 

(Cx, £. -s Xn), (Yis -+ + s Yn)) = X1y1 + X2y2 +... + XnYn- 


Trata-se do produto interno habitual no IR” para o qual já vimos que valem as 
propriedades exigidas na definição acima. 
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2) Seja A uma matriz real m x n fixada. A aplicação fa: Mmx1 (IR) X 
X Mnxı (R) > R dada por 


fa (X, Y) = XtAY 


é bilinear devido à propriedade associativa da multiplicação de matrizes, devido à 
propriedade distributiva desta em relação à adição e ainda porque (aP)Q = P(aQ) = 
= a(PQ)e (P + Q)t = Pt + Qt (a € R; P e Q matrizes). 


3) Sejam y: U >IReo:V > IR duas formas lineares (veja capítulo 5,8 4). A 
função f: U x V —> IR definida por 
f(u, v) = p(u)o(v) 
é bilinear. Verifiquemos o item (c) da definição dada: 
‘f(u, vı + v2) = plu)o(v, + va) = yov) + o(va)) = 
= p(wo(vi) + y(u)o(v) = f(u, vı) + f(u, v2). 


Esta forma bilinear é denotada por y ® o e recebe o nome de produto 
tensorial das formas lineares q e o. 


4) Sejam u = (x1, X2)e v = (y1, Y2, Y3) vetores genéricos de IR? e do IR? 
respectivamente. A função f: IR? x IR? > IR dada por 


f(u, v) = x1y4 + 3x1y2 — X1Yy3 + Xoy1 — 3XoY3 
é uma forma bilinear conforme se verifica facilmente. 


5) Todo produto intemo em um espaço vetorial sobre IR é uma forma 
bilinear, o que decorre da própria definição de produto interno. 


2. MATRIZ DE UMA FORMA BILINEAR 


Suponhamos que U e V sejam espaços vetoriais sobre IR de dimensões m en 
respectivamente. Tomemos uma base B = (u,, ..., Um) de U e uma base C = 


m n 
= (Vi, ..., Wn} de V. Então, se u = > au EUev= > bjvj € V, f(u, v) = 


i=1 j=1 


m n m n 
= ( aju;, 5 w) = ba X ajbjf (ui, vj). (Veja exercício 4 a seguir). A 
1 j=1 i 


=: 
" 
par 
a. 
" 
A 


matrizm x n 


Eu E E reed E 
f(um, vı) f(um, v) ... f(um, Vn) 
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é chamada matriz da forma bilinear f em relação às bases Be C. 


Exemplo — Achemos a matriz da forma bilinear f(u, v) = x4y4 + 3x4Ya — 
=- X4y3 + X2y4 — 3x,y3 (exemplo 4 do item anterior) em relação às bases canô- 
nicas. Como 


f((1, 0), (1,0,0)) = 1, f((1, 0), (0, 1, 0)) = 3, f((1, 0), (0,0, 1)) = —1, 
f((O, 1), (1, 0, 0)) = 1, £((0, 1), (0, 1,0)) = 0 e f((O, 1), (0,0, 1)) = —3, 


a matriz é 
1 3 -1 
1 0 —3 


Proposição 1 — Fixadas as bases B do espaço vetorial U e C do espaço 
vetorial V, a correspondência que associa a cada forma bilinear f E B(U; V) sua 
matriz em relação a essas bases, é um isomorfismo do espaço vetorial B(U; V) no 
espaço vetorial Mm xn (IR). 


Demonstração — É rotineira. Faça-a como exercício. Para inspirar-se, se for 
o caso, veja a proposição 1 do capítulo 5 e páginas seguintes. w 


Da proposição anterior decorre que se dim U = me dim V = n, então 
dim B(U; V) = dim Mm ,n(IR) = men. A mesma proposição nos ajudará a cons- 
truir uma base de B(U; V). 

Se B = {u;, ..., Um} €C=[vi,..., Vn} são bases de U e V, respectiva- 
mente, lembremos que as funções F;: U > R dadas por F;(x1u, +... + Xmm) = 
=x; (i= 1, ... , m) constituem uma base do espaço dual de U (base dual de B), 
da mesma maneira que as funções Gj: V > R, definidas por Gj(yıvı +... + 
+ Ynn) = yj (j = 1,...,n) formam uma base do espaço dual de V. 

Observando que 

(Fi O G;j)(ui, vj) = Fi(u)G;(v) = 1-1=1 eque 
(F; O Gy (ur, Vs) = F;(u,)G; (vs) = 0, 


sempre que i # r ou j És, concluímos que a matriz associada a F; Q Gj, no 
isomorfismo considerado na proposição 1, é a matriz cujo termo de índices i e j 
é igual a 1 e cujos demais termos são nulos. 


Logo as formas F; ® G G =1,...,m;j=1,...,n) estão em corres- 
pondência, no isomorfismo considerado, com as matrizes da base canônica de 
Mmxn (IR). Portanto formam uma base de B(U; V). 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1, 
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Mostrar que f:U X V > IR é uma forma bilinear se, e somente se, 
a) f(aqus + aqua, v) = asflus, v) + azf(u2, V) e 
b) f(u, avı + azv2) = asf(u, vı) + azÊlu, v2) 


para todos os vetores u, u1, u, de U, todos os vetores v, v1, vz de V e quaisquer esca- 
lares a] e az em R. 


Provar que se f:U X V >Reg:UXV =>IR são bilineares, então f + g e àf são bili- 
neares (A € IR). 


Provar que B(U; V) é um espaço vetorial sobre IR. 


Seja f: U X V —> IR uma forma bilinear. Provar que 
a) flo, v) = f(u, o) = 0; 
b) f(-u, v) = f(u, —v) = —f(u, v); 


r 


= b3 ajf(u;, v); 


l=1 i=1 


o 
Ne 
h 
M- 
E 
[= 
= 
< 
| 


A 
w 
mh 
E 
Ss 
-$ 
| 


n . 
= 5 bj f(u, vj); 
jèr y 


e) f ai = > ajbj f(ui, vj). 
1 1 ij 


Sejam u = (x1, X2) e V = (y1, y2) vetores genéricos do RÊ. Quais das seguintes funções 
são formas bilineares: 


a) f(u, v) = x1y1; e) f(u, v) = 1; 

b) flu, v) = x1y2; Dto v) = x2 + xyi; 

c) flu, v) = xı (y1 + y2); g) flu, v) = Xx1y1 + x2y2 + l; 
d) f(u, ) = 0; ` h) f(u, v) = x1y2 — Xx2Y1. 


Calcular a matriz das formas bilineares que aparecem no exercício anterior em relação à 
base canônica. 


Seja a forma bilinear do IR?, f(u, v) = x4y1 + 2X1y2 — X2Y1 + x2y2. Calcular sua ma- 
triz em relação às seguintes bases do IR?: 


a) 1, 1), Q, -Dk 
b) {2, D, Q, DE 
o) {2, 3, (4, D} 


8. Seja a forma bilinear f(u, v) = ax;y1 + bxay1 + Cxiya + dx2y2. Que condições 
devem satisfazer a, b, ce d para que: 


a) f(u, v) = f(v, u) para todo u, v E RÊ; 

b) f(u, v) = — f(v, u) para todo u, v € RÊ; 

*c) Exista u + O tal que f(u, v) = O para todo v € RÊ; 
*d) f(u, v) = O para todo v E R? acarrete u = 0. 


9. Sejam Y: Rê >Re y: RÊ -> R as formas lineares dadas pory(x, y) =2x+ye 
Wx, y) = x — y. Calcular as formas bilineares: 


a) voy; yo W; 
b) Voy; e) p Y- voy; 
c) Y 8Y; Dvoy+yog. 


10. Sejam Y: R >Re 4: R? > R dadas por Y (x, y) =2x + 3y e Y(X, y, 2) = x+y- Z. 
Calcular as formas bilineares Y 8 Y e YS Y. Existe p8 Y + VOA 

11. Seja f: U X V -> IR uma forma bilinear. Seja ug um vetor fixo de U. SeW={v € V | 
f(uo, v) = 0}, prove que W é sub-espaço vetorial de V. 


*12. Sejam V um espaço, (vi, ..., Vn} uma base de V eQ: V > R uma forma linear. 
A matriz de é, por definição, a matriz 1 X n f 


Ovi} = PV), ---; PVn)) 
Como se obtém a matriz de Y O © a partir das matrizes de Ye de 0? 


Sugestão: voltar ao exercício 9. 


3. MATRIZES CONGRUENTES — MUDANÇA DE BASE 
PARA UMA FORMA BILINEAR 


A partir de agora estudaremos formas bilineares definidas em V X V com 
valores em R. Neste caso consideraremos sempre a mesma base para definir a 
matriz de uma forma bilinear. ' 


Definição 2 — Dizemos que duas matrizes A e B de ordem n são congruentes 
se existe uma matriz inversível P, do mesmo tipo, de maneira que B = PtAP. 


Usaremos a notação A = B para indicar que A e B são congruentes. Essa 
relação binária em Mn (IR) tem as seguintes propriedades: 


D A=A; 
(D) A~ B => B=A; 
MN- AxB e BSC 


> AxC, 
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A demonstração da primeira é trivial: tomar P = I}. Quanto à segunda, se 
B = PtAP, então A = (Pt) !BP-!. Como porém vale a igualdade (Pt)! = (P-!t, 
obtemos A = (P-DtB(P-!). Deixamos como exercício a verificação de (II). 
Portanto a relação “congruência de matrizes” é uma relação de equivalência. 


Exemplo — As matrizes 


SEELE 


21 
são congruentes pois tomando a matriz inversível P = C ') teremos 


e E 
Caretas: 


“Uma vez introduzido o conceito de congruência de matrizes, podemos pensar 
em representar uma forma bilinear em relação a duas bases e comparar as matrizes. 


PtAP 


Seja V um espaço vetorial sobre IR de dimensão n, (us, ..., Un) uma base 
de V, f£: V X V > R uma forma bilinear. Sua matriz em relação a essa base é a 
matriz A = (aj) definida por f(u;, uj) = aj. Consideremos agora uma outra base 
(Vi, -.., Vn} de V e suponhamos que f(v;, vj) = bi. Veremos a seguir que é 
possível estabelecer uma relação entre as matrizes A e B envolvendo a matriz de 
mudança P da primeira dessas bases para a segunda. 


Consideremos os vetores u e v do espaço V referidos às duas bases consi- 
deradas: 


n n 

1 
=5, XjUj = 3 Yivi € v= > xjuj = ba YiVi. 
i=1 i=1 


No §8 do capítulo 4 vimos que valem então as seguintes relações: 


Xı Yi À Xı Yı 


ou apenas X = PY e X' = PY’ com os significados óbvios de X, X', Y e Y’. 
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Portanto 


xif(u;, w)xi e 


Bm] 
£ 
Ss 
I 
laaz) 
[ATN 
Me 
É 
Ms 
RL 
£E 
ia E 
1i 
[Ms 


yif(vi vyj. 


pai 
E 
SG 
li 
th, 
[TN 
da 
É 
Ms 
Ss 
<S 
Sa 
li 
M= 
Ms 


As igualdades acima podem ser colocadas na forma matricial do seguinte modo: 
f(u, V = XtAX' e f(u, v) = YtBY'®) 


o que decorre diretamente do conceito de produto de matrizes. Daí, levando em 
conta as igualdades X = PY e X' = PY”, 


YtBY' = f (u, v) = XtAX' = (PY) AY’) = YtPtAP)Y' 


isto quaisquer que sejam os vetores u e v tomados. Logo B = PtAP. 


Conclusão: quando se muda a base de V a matriz de f muda para uma 
outra que lhe é congruente. Por outro lado pode-se provar facilmente que toda 
matriz congruente à matriz A representa a forma bilinear f em relação a alguma 
base de V. De fato, se B = PtAP, com P inversível, e se X e X' são as matrizes 
das coordenadas de u e v, em relação a uma certa base, então Y = P-iX e Y' = 
= P-!X' serão as matrizes das coordenadas de u e v, respectivamente, com respeito 
a uma outra base do espaço (ver capítulo 3 — $8 — PROBLEMA 3). Daí 


YtBY’ = YI(PIAP)Y' = (PYV AŒ@Y’) = XtAX' = f(u, v). 


Segue disso que a matriz de f em relação a uma certa base será inversível 
se, e somente se, todas as possíveis representações matriciais de f forem inversíveis. 


Definição 3 — Uma forma bilinear f: V X V > R se diz não degenerada 
quando admite uma representação matricial inversível. Caso contrário a forma se 
diz degenerada. 


Exemplo — O produto interno no R” cuja matriz em relação à base canô- 
nica é evidentemente Ip é um exemplo importante de forma bilinear não degene- 
rada. 


Observação: Nos parágrafos seguintes resolveremos problemas do seguinte 
tipo: dada uma forma bilinear procura-se uma base em relação-à qual a matriz 
dessa forma seja “bem simples”. 


Œ) Isto mostra que o exemplo 2 do primeiro parágrafo deste capítulo é bastante geral. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Sejam A = É ds B Eu = ea 
A = , B= P= t 
2 0 ong e E Calcular P'AP e com- 


parar com B. Conclusão? 


N 


. Seja a forma bilinear do IR? dada por f(u, v) = X1Y1 + X1Y2 + X2y2 — X2Y1 para todo 
u = (X1,X2) ev = (y1; Y2). Calcular a matriz de fem relação às bases: 
a) (O, D, a, ©}; ») {4, 0), 0, D}; O {0, D, a, —1)}. 


Verifique que elas são congruentes duas a duas. 


w 


. Seja a forma bilinear do R? dada por 


z ; 3 
f(u, v) = X1Y1 + 5x2y2 + 8x3y3 + X1y2 ~-z X1Y3 — 2x23. 


Calcular sua matriz em relação às bases ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, Dk e {(1, 1, D, (1, 1,0) 
(1,0, 0)} e provar diretamente que as matrizes são congruentes. i 


4. Sejam as formas lineares do IRÌ, Xx, y, z) = x + = 
n >, 52) = y +ze W(x, y, z) = 2x— y. Calcular a 
matriz de Y 9 Y em relação às bases do exercício 3. á 


3 1 
*5. Seja A = C E] » Encontre uma matriz inversível P tal que PÍAP seja uma matriz 


diagonal. 


t : EE se È E E TEA 7 
6. Provar que se P!AP é uma matriz simétrica então A é simétrica e reciprocamente. Que se 
pode dizer se A é anti-simétrica? Foi usado o fato de P ser inversível? 


4. FORMAS BILINEARES SIMÉTRICAS 
E ANTI-SIMÉTRICAS 


Definição 4 — Uma forma bilinear f: V X V > R é chamada simétrica se 
f(u, v) = f(v, u), para todo (u, v) E V X V. i 


É claro que se f e g são simétricas então f + g também é pois 
(f + g)(u, v) = f(u, v) + g(u, v) = f(v, u) + g(v, u) = (f + g)(v, u). 
O mesmo acontece, é evidente, com Af (YA € R). Portanto o conjunto das formas 
bilineares simétricas de V X V em R é um sub-espaço de B(V) que se denota por 


Bs(V). 
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Nota: É evidente que a matriz de uma forma bilinear simétrica é uma matriz 
simétrica. Seja, por outro lado, A uma matriz simétrica e seja f a forma represen- 
tada por A, com relação a uma certa base. Assim: 


f(u, v) = X!AX' 
mantendo as notações anteriormente usadas neste capítulo. Daí 
f(v, u) = (X9AX = (XI A Hx! = (XAX'$ = (f(u, v))! = f(u, v) 
pois f(u, v) é uma matriz 1 X 1 que, portanto, coincide com sua transposta. 


Logo o espaço das formas bilineares simétricas é isomorfo ao espaço das ma- 
trizes reais simétricas cuja dimensão é n(n + 1)/2 (exercício resolvido 8 — 8 6 — ca- 
pítulo 3). 


Desse isomorfismo segue, inclusive, que a dimensão de Bs(V) é também 
n(n + 1)/2 desde que a dimensão de V seja n. 

Por último, da relação B = PtAP segue que B é simétrica se, e somente se, 
A é simétrica. Logo sé f é uma forma bilinear simétrica sua representação matricial 
será simétrica qualquer que seja a base considerada. 


Teorema 1 — Seja f: V X V > R uma forma bilinear simétrica. Então existe 
uma base de V em relação à qual a matriz de f é diagonal. 


Demonstração (por indução sobre a dimensão de V): São triviais os casos 
em que f = O e aquele em que dim V = 1. Suponhamos pois f O e dim V > 1. 
Certamente existe um vetor vı tal que f(v,, vı) # 0. De fato, se f(v, v) = 0, 
YvEV,entãof(u+vutwW=f(u,w)+f(u,v)+f(v,u)+f(v,v)=2f(u,v) = 
=0, Yu, v € V. Daí f = 0 o que é absurdo. Considerando o vetor v, tal que 
f(v, v1) £ 0, todo vetor v E V admite a seguinte decomposição 


f(v, f(v, 7 
Pa ( (v, vi) ) + (v, v1) ETAREN 


— y V —— 
f(vi, Vi) i f(vi, Vi) 
Observemos que x, é múltiplo de v, e que 


f E) f , 
EG, v)=f (+- ED vn) = f(v, vı) - W tv) =0 


(dizemos que x, é ortogonal a v, relativamente a f). Como um múltiplo não nulo 
de vı não pode ser ortogonal a v, (relativamente a f), a decomposição acima é 
única no seguinte sentido: todo vetor v E V se decompõe, de maneira única, 
como a soma de um múltiplo de v, e um vetor ortogonal a v, relativamente a f. 


O sub-espaço gerado por vı é de dimensão 1; logo os vetores ortogonais a 
vı (relativaménte a f) formam um sub-espaço de dimensão n — 1. A restrição 
f de f a este subespaço é simétrica; pela hipótese de indução existe uma base 
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tva, -.., Vn} deste sub-espaço de maneira que f(v;, vj) = 0 se 2 <i #j <n. 
Considerando a base (vi, Vo, ..., Vn} de V (porque é base?) temos f(vi, vj) = 0, 
sempre que i * j, e portanto a base procurada, m 


Corolário — Para toda matriz simétrica A existe uma matriz inversível P de 
modo que PAP é uma matriz diagonal. 


Definição 5 — Uma forma bilinear f: V X V > R se diz anti-simétrica se 
f(u, v} = —f(v, u), Yu, vE V. 


Decorre da definição que f(u, u) = 0,vu EV. É fácil provar que se f e g são 
anti-simétricas então f + g também é anti-simétrica, o mesmo acontecendo com 
Af, para todo A E R. 


Nota: Do que ficou dito acima segue que as formas bilineares anti-simétricas 
formam um sub-éspaço de B(V) o qual será indicado por B, (V). É claro também 
que a matriz de uma forma bilinear anti-simétrica é uma matriz anti-simétrica. 
Vice-versa, dada uma matriz anti-simétrica, pode-se mostrar que a forma bilinear 
de que ela provem, escolhida uma certa base de V, é anti-simétrica. Logo há um 
isomorfismo entre os sub-espaços das matrizes anti-simétricas sobre IR de ordem n 
e o das formas bilineares anti-simétricas de V X V em R, desde que dim V = n. 
Em particular a dimensão de B,(V) é 


n? n(n + 1) _ nm- 1) 
Za + 2 
isto porque Mn (IR) é soma direta do sub-espaço das matrizes simétricas com o 


das matrizes anti-simétricas, sendo portanto a dimensão deste último a diferença 
entre as dimensões dos dois primeiros. 


Teorema 2 — Seja f: V X V > R uma forma bilinear anti-simétrica. Então 
existe uma base de V em relação à qual a matriz de f é 


A 
A . 


Demonstração (por indução sobre dim V): Se f é nula nada há a provar. 
O caso dim V = 1 também é trivial. Suponhamos f não nula e a dimensão de V 
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maior que 1. Existe então (u, v) € V X V de modo que f(u, v) + O. Esses vetores 
u e v são necessariamente L.I. pois, caso contrário, teríamos por exemplo u-= Av 
(à € R) e daí 


f(u, v) = fv, v) = Af(v, v) = 0. 
Seja W o sub-espaço gerado por u e v. A restrição de f a W é uma forma bilinear 


: e u ; 
anti-simétrica e sua matriz em relação à base B = { TET ; v} é precisamente 
, 


A (verifique). Seja U = {u E V | f(u, w) = 0, Yw E W}. Pode-se provar então 
que U ® W = V e daí decorre que dim U =n — 2. A restrição f de fa U é anti-simé- 
trica e, por hipótese de indução existe uma base de U tal que a matriz de fem 
relação a ela é do tipo desejado, porém de ordem n — 2. Juntando à base B a base 
de U nessas condições obtemos a base que se pretente. m 


Corolário 1 — Se f: V X V > R é antisimétrica não degenerada então a 
dimensão de V é par. 

Prova — Para que f seja não degenerada sua matriz deve ser inversível, o que 
significa que os zeros da diagonal não aparecem. m 


Corolário 2 — Se dim V = 2k = n, então existe uma base de V em relação 
à qual a matriz de uma forma bilinear anti-simétrica não degenerada é do seguinte 


tipo 
0: B 
O... 0 
onde B = a dE é de ordem k. 
l PR : É 
Prova — Seja (Vi, Wi, V2, W2, <- +, Yks Wk} à base de V em relação à qual 


a matriz de f é 
A 


EN 


Considerando a nova base [vi,..., Vk, Wks: - -, W} obteremos a representação 
matricial desejada. $ 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Escrever a expressão geral de uma forma bilinear simétrica no IR? e no IR?. 


2. Escrever a expressão geral de uma forma bilinear anti-simétrica no IR? e no IR?. Encontrou 
algo de familiar? 


3. Sejam ye W formas lineares sobre V. Provar que a forma bilinear Y9 Y — Y2 pé antisi- 
métricae p8 Y + WB é simétrica. 
4. Provar que y Oy — Yy = 0 se, e somente se, pe Y são linearmente dependentes. 


5. Dada f € B(V) provar que as formas bilineares g e h definidas por g(u, v) = f(u, v) + 
+ f(v, u) e h(u, v) = f(u, v) — f(v, u) satisfazem as condições: 


a) g € B; (V); 3 b) he Ba(V); c) 2f=g +h. 


5. FORMAS QUADRÁTICAS 


O estudo das formas bilineares está intimamente ligado ao das formas quadrá- 
ticas. Estas aparecem em numerosos problemas dentro e fora da Matemática o que 
torna o seu estudo bastante atraente. 


Definição 6 — Seja f: V X V > R uma forma bilinear simétrica. Conside- 
remos a função qf: V > R definida por gr(v) = f(v, v), para todo v € V. Esta 
função de uma variável, que indicaremos apenas por q, quando não houver possibi- 
lidade de confusão, chama-se forma quadrática sobre V associada à forma bilinear f. 

Exemplos 

1) A forma quadrática associada ao produto interno usual do IR? é 

qCXis. -s Xn) = xf +... E RÉ 

2) É uma forma bilinear simétrica do IR? a função f dada por 

f(u, v) = X1y1 + 2xy2 + 3x3y3 + X1y2 + X2y1, 


onde u = (x1, X2, X3) € v = (Yi, Y2, y3). Observe por exemplo que a matriz de f 
em relação à base canônica é 


O m. me 
O N m 
w o o 


232 


que é simétrica. A forma quadrática associada a f é a função 
q0) =x? + 2x2 + 3x2 + xX, + xx = xf + 2x? + 3x? + 2X% 
Nota: Dada uma forma bilinear simétrica, se q é a forma quadrática associada a f 


um cálculo fácil (faça-o) mostrará que 


fu, v) = Hat + 9) — a) -a0 = la +v) — ala — v) 


para todo (u, v) E V X V. Estas fórmulas são conhecidas como identidades de 
polarização e mostram que não somente q está univocamente determinada por f 
como também vale a recíproca: q determina f univocamente. 


Como uma conseqüência do teorema 1, veremos a seguir que toda forma qua- 
drática admite uma “forma canônica”. 


Seja agora (v,, ..., Vn} uma base do espaço V; suponhamos q: V > R a 
forma quadrática associada à forma bilinear simétrica f. Então, para todo vetor 


n 
= 5. xiv; E V temos 


i=1 


n 


n n n 
f(u, u) = f > XiVi, > Mv) = 5 D xXixjf(vi, v) = 


i=1 j=1 i=1 j=1 


a(u) 


n 
bo f(vi, vox? +2 >. f (vi, vj) Xixi. 
i=1 


i<j 


Sendo A = (f(vi, vj)) a matriz de f em relação à base considerada e sendo X 
a matriz das coordenadas de u, em relação à mesma, a igualdade obtida pode ser 
expressa, como já vimos, assim: 


qu) =X -A.X 


O teorema 1 nos assegura que existe uma base de V em relação à qual a 
matriz de f é diagonal. Supondo Y a matriz das coordenadas de u nessa base e 


e) É da 


essa representação diagonal de f, teremos 
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yı 


qu) = YDY =(yr,...,yn) + D- =dıy? +...+ dyg (1) 


Yn 


Dizemos que a base com a qual conseguimos esta última igualdade diagonalizou 
a forma quadrática q. A igualdade (1) é uma expressão diagonal de q. 


Esta última expressão de q (u) pode ainda ser melhorada da seguinte maneira. 
Ordenemos, se necessário, a base (u,, ..., Un) que diagonalizou q (u), de ma- 
neira que dı, ..., ds sejam positivos, ds+1, - - -, dt sejam negativos e dt +1, .. . , dn 
sejam nulos. É claro que isso sempre é possível e que 0 < s, t < n. Consideremos 


então uma nova base {w1, ..., Wn} assim construída 
PEE O T E e N A 
Vd Vds V-ds+ V-d 
Wte = Ut+ts- -3 Wn = Un. 


Se as coordenadas de u em relação a esta última base são dadas pela matriz Z e 
e se Zt = (Z1, ..., Zn), então 


qu) = Zt. "e, Ez 


O e 


=32 2 2 2 
= Ee CZ —-Zm—-— 


Com isso dizemos que q foi reduzida a uma soma de quadrados. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Qual a forma bilinear simétrica que dá origem à forma quadrática do R: 
a) q (x1, X2, X3) = xr + x? + x? — 2X1X2 + 4X1X3 — X2X3; 
b) q(x, x2, X3) = xf = xf + 4x2X3; 
c) q(xi, X2, X3) = 2 (X1X2 + X1X3 + X2X3). 
2. Escrever a matriz das formas bilineares que aparecem no exercício 1, em relação à base ca- 
nônica do IR?. 
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3. Seguindo o processo dado acima, reduzir a uma soma de quadrados as seguintes formas qua- 
dráticas no IR? : 


a) q(x1, X2) = xf + x? — 4x1X2; 
b) q(X1, X2) = X1X2 + x7; 


c) q (x1, x2) = X1X2. 


6. REDUÇÃO DE FORMAS QUADRÁTICAS: 
ALGORITMOS 


Vamos dar a seguir dois processos práticos para reduzir uma forma quadrá- 
tica a uma expressão diagonal. 


6.1. PROCESSO DE GAUSS 


n 
Seja a forma quadrática no R?, q(x1, ..., Xn) = 5 ajXiXj COM aj = 
Lj=1 
= aji- Suponhamos a}, # O. Façamos a seguinte mudança de coordenadas: 


1 
Xi =Y1— n (ana +... + amyn) 


X = Ya 
Xn = Yn 
Então, levando para a expressão de q(x;, ..., Xn) estas substituições 
obteremos 
q es Yo) = any + q(ya,..., Yn) 
onde qi(y>2, -.-> Yn) é uma forma quadrática em n — 1 variáveis y2, ..., Yn. 


Se por acaso ayı = O mas ay * O fazemos a substituição de variáveis 
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X2 =Y1—Y2 
X3 = Y3 
Xn = Yn 
e recaímos numa forma quadrática nas variáveis y1, ...,Yyn em que o coeficiente 


de y? é não nulo. A esta aplicamos então a mudança de coordenadas explicada 
de início. 
Repete-se o procedimento com a forma quadrática qı. 


A repetição desse raciocínio um número finito de vezes nos levará à redução 
desejada. 
Exemplo 1 — Seja 


q(x, X2) =x) + 2x2 — 6xx) = x? + 2x7 — 3x1X2 — 3 X2X1 


Sendo a; * O fazemos a substituição 


x = yı — —3y2) 
X2 = y2 
obtendo 


q Y2) = (Yı +3y) +2y7 — 6(yı + 3y2)y2 = 
=y? + 9y? + 6yıyı + 2y? — 6yıy2 — 18yř 
=y? -Tyf 


que é uma forma diagonal. 
Vejamos como o mesmo processo pode ser visto sob o ângulo das matrizes. 


A matriz de uma forma quadrática é a matriz da forma bilinear de que ela 
provém. Logo a matriz de q no exemplo é 


1 —3 
-3 2 
A matriz de mudança de base P é tirada da substituição de variáveis 


Xx = yı + 3y2 
Xx =y 
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sendo portanto 


Daí 


pa IN RU 
ade 6) 


Logo q(yı, Y2) = y? — Tyż. 


Exemplo 2 — Seja 
dO, X2) = 2X1X2 = X1X2 + X1X2. 
Sendo a}; = O devemos fazer a substituição 
x =y ty 
E =y -y 
obtendo 
qu y2) = Uy + yo) — Y2) = 2yf — 2y? 


O mesmo cálculo feito matricialmente apresenta-se assim. 


0 1 1 1 
A matriz de q é (9 5) e a matriz de mudança de base é P = ( )- 


1 —1 1 1 1-1 2 É 
= pt . = = . 
1 1 1 —1 1 1 0 —2 
Donde q(y1, Y2) = 2y° — 2yř. 
Exemplo 3 — Seja 
q (x1, X2, X3) = x? + 2x1X2 + X? — 4x1Xa — 6X2X3 + x = 
= x? + XxX — 2X1X3 + XoX + x; — 3X9X3 — 2X3X1 — 3XaX2 + x3». 


forma quadrática no R°. 
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Efetuamos as substituições 
x = yı — (Y2 — 2y3) 
X: = y2 l 
X3 = Y3 
obtendo 
ayi, Y2, Y3) = (Y1 — Y2 + 2y3} + 2(y1 — Y2 + 2yY3)y2 +y? — 
= 4(Y1 — Y2 +2y3)y3 — 6Y2Y3 + yf = yf + y7 +4y — 2yıy2 + 
+ 4Y1Y3 — 4Y2Y3 + 2Y1y2 — 2y7 + 4y2y3 + y3 — 4Y1Y3 + 4Y2Y3 — 
— 8y3 — 6Y2Ya + y? = y? — 3y? — 2y2y3. 
Efetuemos agora a redução de qı (y2, Y3) = —3y2 — 2y>2y3. Façamos 
conforme a teoria, as substituições ' 
E io, 1 
Y3 = Z3 — = (-22) 
Y2 = 22 
Yı = 2 


obtendo 
qı (Z2, 23) = —3 (2z -3 j — 2 


2 


1 
Za (zs -5 z) = 
1 . 
= —3z2 = + 2723 E 2223 + aj = 22 3z. 


Portanto 


1 
q(zı, Z2, Z3) T zê + 3% = 3% 


É claro que a mesma redução poderia ser feita por matrizes. Vejamos como. 


i1 1-2 
A matriz de q inicialmente é A = 1 1 -3 Efetuamos duas mudanças 
=2 —3 1 
sucessivas de bases dadas respectivamente por 
1-1 2 1 0 0 
P=|0 1 0 e PR={0 1 
0 01 0-5 1 
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Então 
1 0 0 
Pt.a-PR=([0 0-1] =Be 
0—1 3 
1 0 0 
pt-B.p=[0 4 0 
o 0 -3 
do que resulta 
1 
q (zı, Z2, Z3) = Zf t-77 *% z2 — 322 


As multiplicações de matrizes, deixamos a cargo do leitor. 


Observe o leitor que este processo é trabalhoso, sendo impraticável quando 
o número de variáveis for grande. Tudo o que explicamos acima pode ser “meca- 
nizado” da maneira explicada a seguir. 


6.2. PROCESSO DAS MATRIZES ELEMENTARES 


No apêndice I, capítulo 1, vimos o que são matrizes elementares. Foi provado 
nesse apêndice que se E é uma matriz elementar de ordem n e se A é uma matriz 
qualquer n x n a matriz EA é a matriz que se obtém de A efetuando na matriz A a 
mesma operação elementar que transformou In em E. Assim como definimos 
naquela altura operações elementares com as linhas de uma matriz poderíamos 
definir operações elementares com as colunas dessa matriz. E teríamos as matrizes 
elementares por colunas, definidas de maneira óbvia, em contraposição àquelas 
já conhecidas. Também poderíamos provar, de modo análogo, que se F é elementar 
(por colunas) AF é a matriz que se obtém de A efetuando sobre suas colunas a 
mesma operação elementar (com colunas) que transformou In em F. 


Também é claro que o conjunto das matrizes elementares por colunas é o 
mesmo conjunto das matrizes elementares (por linhas). Por exemplo a matriz 


1 0 0 
0 1 0 
3 0 1 
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tanto se obtém de I; somando à terceira linha desta sua primeira linha multi- 
plicada por 3, como se obtém de I} somando à primeira coluna desta sua terceira 
coluna multiplicada por 3. Observemos que a transposta de uma matriz elementar 
é ainda elementar. A transposta da matriz E acima é a matriz 


que se obtém de I; somando à primeira linha de I; o triplo de sua terceira linha. 
Ou somando à terceira coluna de I} o triplo de sua primeira coluna. 


Em resumo, se para efetuar uma certa operação elementar com as linhas de 
uma matriz A precisamos multiplicar A por uma matriz elementar E, obtendo EA 


> 


a mesma operação seria efetuado com as colunas de A calculando o produto AE!. ` 


Consideremos agora uma forma quadrática q(u) = X!AX sobre um espaço 
vetorial V. Já sabemos que existe uma matriz inversível P de modo que P!AP = D 
é diagonal e que D é uma outra representação matricial de q. Mas P, por ser 
inversível, é um produto de matrizes elementares E,, ..., E; (apêndice I, capí- 
tulo 1): P = E, ... EE,. Logo 


D = (E; . . . E2E1)tA (E; ... EE) = (ETE . .. EĐA(Œ; . .. EE) = 
t 
= (Ef... Er 1)(EÍAE (Eri . . . Ei). 
Esta igualdade nos diz que existe uma seqüência finita de ọperações elemen- 


tares que aplicadas alternadamente sobre as linhas e sobre as colunas irá transformar 
A na matriz D. 


Como Pt = E£... Ef = Œt... EIn, a mesma seqüência de operações, 
aplicadas sobre as linhas, transformará a matriz Iņ na transposta da matriz P de 
mudança de base. 


Exemplo — Diagonalizar a forma quadrática q (x1, X2, X3) = xP + 2xX + 
+ k — 4X: X3 — 6X2 X3 + X3- 


A matriz de q é 
1 1-2 
A= 1 1 -3 
-2 -3 1 
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a) Somando à segunda linha a primeira multiplicada por (— 1) e à segunda 
coluna da matriz obtida sua primeira coluna multiplicada por (— 1) obtemos sucessi- 
vamente 


1 1-2 1 0-2 
o0 0-1 e o 0-1 
=> eg E os o 


b) Somando à terceira linha desta última matriz o dobro de sua primeira 
linha e à terceira linha da matriz assim conseguida o dobro de sua primeira coluna 
achamos, respectivamente 


1 0—2 1 0 0 
O 0-1 e 0 0-1 
0 —1 -3 0 —1 -3 


(Convém, nesta altura, parar um instante e comparar O resultado obtido 
com o processo de Gauss.) 


c) Permutemos a segunda e a terceira linhas da última matriz e façamos a 
mesma operação com as colunas do resultado obtido. Teremos 


1 0 0 1 0 0 
0 -1 —3 e 0 -3 -1 
0 0 — 0—1 0 


d) Finalmente 


1 0 0 1 0 0 1 0 0 
o -3 -1i ļ~ {0-3-1} ~{0-3 0 

1 li 
0—1 0 0 0 3 0 0 3 


Na primeira destas passagens substituímos a terceira linha pela soma dela 
com a segunda multiplicada por a Na segunda fizemos o mesmo com relação 


à segunda e à terceira colunas. 


Na prática podemos (com base na associatividade da multiplicação de ma- 
trizes) efetuar primeiro as operações com linhas que forem possíveis, depois todas 
as operações com colunas correspondentes, e assim por diante. Vejamos como 
fazer isso de uma maneira que nos leve também à obtenção de P. 
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E 0o 0 i a a E Do G 
I 
1 1-3'!0 Lodo 0 =1i!— 1 0 1]- 
t 
-2 —3 1'0 O0 i o -1 -3' 2 0 1 
1 0 0,1 O 0 1 0 O 0 0 
o o-1!1 1 0 fļf~{0 -1 -3:2 0 110 
] 1 
0 —1 -3! 2 0 1 O 0 —1i'—i 1 0 
1 0 011 0 0 1 0 œl o0 
0 -3 -1| 2 0 1 ļj~{0 sem 2 0 LI» 
| | 
0 — ls 1 
1 0'—-1 do 0 0 0 3-3 1-3 
o 0'1 0 0 
-3 02 0 1 
115 1 
AR qe CA 
1 “2 
0 0 1 2-3 
onde 2 0 1 | =P. Logo P= Oo 01 
5 1 1 
-3 1-3 O 1-5 


O leitor deve notar que não efetuamos nenhuma operação elementar com 
colunas pará obter Pt. O por que disto está no último parágrafo da explicação 
deste método. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 

1. Reduzir à forma diagonal pelo processo de Gauss as seguintes formas quadráticas no IR2: 
a) xf + xŽ + 2x1X7; l 
b) xê + x7 — 2X1Xa; 
c) x? — é — 2X1X3; 
d) 4x1x2 + xĝ; 


e) 4X1X2. 
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2. Reduzir pelo processo de Gauss à forma diagonal as formas quadráticas seguintes no IR3: 
a) x? + X1X2 — e + x2 + 2Xx2X3; 
b) 3x? + 2x2 — 3x2 + 5X2X3; 


c) x? — x? — x2 + 2x1X3 + 4X2X3 + 6X1X2. 


Dar, em cada caso, a substituição linear que diagonaliza a forma quadrática. 


3. Reduzir por operações elementares à forma diagonal as formas quadráticas do exercício 2. 
Comparar os resultados. 


4. Seja a forma quadrática q (x1, X2) = ax? + 20x11x27 + cx? , a # O. Reduza-a à forma 
diagonal, dando a substituição linear correspondente à redução. 


7. LEI DE INÉRCIA 


Conforme vimos nos parágrafos 4 e 5 é sempre possível fazer uma mudança 
de variável da forma X = PY de modo a diagonalizar uma forma quadrática 
q(x1, -.., Xn). No entanto existem muitas mudanças da forma X = PY que 
nos conduzem a uma forma diagonal. Contudo, existe um invariante neste processo. 
É o que afirma o teorema seguinte. 


Teorema 6 (Lei de Inércia): Seja q uma forma quadrática em um espaço 
vetorial V. Suponhamos que numa representação diagonal de q o número de coefi- 
cientes positivos seja 7 e o número de coeficientes negativos seja s. Então em 
qualquer outra representação diagonal de q haverá r termos positivos e s termos 
negativos. 


Demonstração: Seja (v,, ..., Vn} uma base de V que diagonaliza q. Assim 


n 
suz > xvi E V, então q(x) = SE +... + dnx e podemos supor d; > 0, 


i=1 
..., dr > O0, dom <0,..., dras LOE dr+s+ =... = dp = 0. 
i ` n 
Seja {u1, ..., Un} uma outra base que diagonaliza q. Sendo u = > YijUi, 


i=1 
então q(u) = djy? +... + dnyá e podemos supor que dř >0,..., dp >O, 
dp <O,...,dpsg <O € dp+q+1 = 0,..., dg = O. Devemos provar que p= 


=r e q=s. 
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Sejam U =[v,,...,vleW= [up +1; - . . , Un]. Mostremos que U N W = {0}. 


De fato, seja w E U N W. Então 
w= aV +... + avr = bp+1Up+1 +... + boun, 

com os a; e os bj em R. 

Portanto 

q(w) = daf +... + da? >0 e q(w= doado + .. + dyb <0 
do que decorre que aw) = O. Como porém d,,...,d>0a psp a(w) = 
= daf +...+ d,a? =0é possível se, e somente s se, 4 =... = ar = 0, ou seja, 
se e somente se w = 0. 

Como dimU =r e dimW = n — p, temos 

r + (n — p) = dim U + dim W = dim (U N W) + dim (U + W) = 

= dim (U +W)<n 

donde r + (n — p) <n e portanto r< p. 


De maneira análoga provamos que p > r. Então p = r. Daí vem ques = q. m 


Definição 7 — O par (r, s) das considerações acima chama-se assinatura da 
forma quadrática q. 


Exemplos 
1) A forma quadrática q(x,, x2) = x? + 2x2 — 6x;ıxz tem assinatura (1,1). 
2) A forma quadrática q(x,, x2) = 2x,X, tem assinatura (1,1). 


3) A assinatura da forma quadrática q(xr, xa, X3) = x? + 2xX + X7 = 
= 4X1X3 = 6X2X3 + Edo é (2, 1). 


4) A forma quadrática associada ao produto interno usual no IR? tem 
assinatura (n, 0). 


Deixamos como exercício o cálculo da assinatura das formas quadráticas dos 


` exercícios do parágrafo 6. 


“9a PARTE: 


APLICAÇÕES 


CAPÍTULO 1 


Diagonalização de Operadores Lineares 
e Forma de Jordan 


1. VALORES E VETORES PRÓPRIOS 


Seja V o espaço vetorial constituído dos vetores definidos por meio de seg- 
mentos orientados. Consideremos um operador linear T: V > V. Tomando-se ““ao 
acaso” um vetor U € V, em geral ue T(u) não têm a mesma direção. Mas existem, 
às vezes, certos vetores privilegiados para os quais T(u) = Au, com À E R; isto 
é, T (u) e u têm a mesma direção. Neste caso o efeito de T sobre U é apenas uma 
mudança de módulo ou uma mudança de sentido. Os vetores assim privilegados 
são importantes, conforme veremos a seguir. Às vezes é possível formar uma base 
com eles e esta será uma base privilegiada. 


Definição 1 — Seja V um espaço vetorial (sobre R ou sobre C) e seja T: 
V > V um operador linear. Um vetor u € V, u = o, é um vetor próprio de T se 
existe um escalar À (de R ou C, respectivamente) tal que T(u) = Au. Neste caso 
À é um valor próprio de T associado a u. 


Notas: 


1) As expressões “vetor próprio”, ““auto-vetor”” e ““vetor característico” são 
sinônimas bem como ““valor próprio”, “auto-valor” e “valor característico”. 


2) O escalar À é univocamente determinado por T e u pois 
Tu) = ùu = Xu = A-Nu=o=-s =X 
Fixado À, o cojunto fu € V|T(u) = Au) é um sub-espaço vetorial de V pois 
Tu) = àu <+ (T — Au) = o <> u E Ker(T — ADO 


o que significa que o subconjunto que acabamos de definir coincide com 
Ker(T — AI) que sabemos ser um sub-espaço vetorial de V. 


© I indica o operador idêntico de V. 
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Definição 2 — O sub-espaço introduzido nas considerações acima chama-se 
sub-espaço próprio de à e será indicado por V (A). 

Assim: 

VA) = {u E€ V | T(u) = àu} = Ker(T — AD 

Exemplos 

1) Seja T: R? > IR? dado por 
T(x, y) = (y, x). A aplicação T é a 
reflexão dos vetores em torno à diagonal 
A. Assim, se o vetor está no eixo-x, sua 


imagem está no eixo-y. Não há portanto 
vetores próprios no eixo-x. No entanto 


se (x, y) está na diagonal A, teremos be, y) 
T(x, y) = (x, y) e assim todo vetor de A 2 su 
é um vetor próprio de valor próprio igual f A 


a 1. Analogamente se um vetor está na i 
diagonal A”, sua imagem está em A' e é exatamente seu oposto. Logo os vetores 
de A! são vetores próprios com valor próprio —1. Então v(1)=A4AeV(—-1)=A. 


2) Seja T: R? > IR? dada por | 
TA, 0) = (0, 1) e T(0, D=(-1,0, Ty) 
então T(x, y) = xT (1, 0) + yT (0, 1) = Ñ 
= x(0, 1) + y@1, 0 = (-y, x). Té 
então uma rotação de 90°. Neste caso 
é impossível que T(x, y) = A(x, y) com 
(x, y) £(0, 0) pois o ângulo entre (x, y) é 
T(x, y) é de 90º. Logo T não admite 
vetores próprios, V(A) = {0}, YA E R. 


3) Seja V um espaço vetorial e T = H, = homotetia de razão À. Assim, 
T(u) = H, (u) = Ay, Vu E V, e todo vetor é vetor próprio com valor próprio À. 
Neste caso V (N) = V. 


4) Seja T a rotação de ângulo 0 no IRº, tendo como eixo fixo o eixo-z. 
Ou seja, T é o operador cuja matriz na base canônica é: 


f cos sen 8 0 
—senð cos O 
0 (0) 1 
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O vetor (0, 0, 1) é vetor próprio com valor próprio 1 pois T(0,0, 1) = (0,0, 1). 
T 


2 


Não há outros vetores próprios quando O < 0 < -. Logo V (1) = eixo-z. 


5) Seja P: IR? > IR? a função P(x, 
y, z) = (x, y, 0) que é a projeção sobre 
o plano xy. Neste caso (0, O, 1) é vetor 
próprio com valor próprio O pois P(O, 0, 
1) = (0,0, 0). Todo vetor do plano xy 
é vetor próprio com valor próprio 1 pois 
P(x, y, 0) = (x, y, 0). Temos então: 
V(1) = plano xy e V(0) = eixo-z. 


(x,y, z) 


(x, y, 0) 


Definição 3 — Dada uma matriz A = (a;j) de ordem n (real ou complexa), 
chama-se polinômio característico de A o seguinte polinômio de grau n: 


an — t a12 srg ain 
a21 azn —t ... qm 

P(A) = det E = det(A — tI). 
anı am — t ann — t 


Proposição 1 — Matrizes semelhantes têm mesmo polinômio característico. 


Demonstração — Se B e A são semelhantes, existe uma matriz inversível M 
tal que B = M'AM. Daí: 


pp (t) = det (B — tIn) = det(M"! AM — tIn) = 
= det (M7 AM — (MM) = det (M7 (A — tIa)M) = 
= det(M-!)det(A — tIn)detM = det(A — tIn) = pa (t). m 


A proposição que acabamos de provar torna válida a seguinte definição: 


Definição 4 — Seja V um espaço vetorial de dimensão n e T: V > V um 
operador linear. Chama-se polinômio característico de T o polinômio caracterís- 
tico da matriz de T em relação a qualquer base de V. Notação: pr (t). 


Tal definição é válida porque matrizes do mesmo operador são necessaria- 
mente matrizes semelhantes. ` 
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Proposição 2 — Seja T um operador linear de um espaço vetorial sobre 
K(KS= IR ou K = C) de dimensão n. Então os valores próprios de T são as raízes de 
pr(t) emk. 


Demonstração — Da definição 1 segue que À é valor próprio de T se, e 
somente se, Ker(T — An) + (0). Mas isto equivale a que T — Mn não é inversível e, 
ainda, a que det(T — An) = O (ver capítulo 7 — $ 7). Como por definição, 
det(T — tlp) = det((T) — tIn) = pr (t), então a proposição está provada. m 


Nota: Se V é um espaço sobre C, então pr(t) é um polinômio complexo que, devi- 
do ao teorema fundamental da álgebra, tem n raízes (n = dim V) em C, já levando 
em conta a multiplicidade algébrica das raízes. Neste caso, então, um operador 
linear T tem n valores próprios. Mas se V é um espaço sobre IR o número de valores 
próprios de um operador T € L (V) é menor que ou igual à dimensão de V, pois algu- 


. mas das raízes de pr(t) podem não ser reais. 


Exemplos 


Retomemos os cinco exemplos dados neste parágrafo e calculemos pr (x) 
(mudamos a variável t da definição por x). 


1) A matriz de T na base canônica é 


Logo 


— 1 
pr (x) = det É ) === 
—X 


cujas raízes em R são 1 e —1. 


2) A matriz de T é 


-x -1 
x) = det a =x +1 
pr(x) 1 xje 


que não tem raízes em R. 


Logo 


249 


3) Seja (e;, ..., €n} uma base de V; a matriz de H} = T em relação a 
essa base é 


O A 0 
o 0 A 
e portanto 
A-x 0 0 
præ) = det] as sans mena diga de =(\— x)” 
0 0 A—x 


e À é o único valor próprio de T; neste caso À é uma raiz múltipla de py (x) com 
multiplicidade n. 


4) Neste caso 


cos0 —-x  senô 0 
pr (x)= det | —sen 0 cos 0 — x 0 = 
0 0 l-x 


=(1-x)(xº — 2 cos8x+ 1) cujas raízes são: 
2cos0 + VA 2 cos — VA 
2 : 2 
onde A = 4 (cos? 0 — 1). Se lcos 0] < 1 as duas raízes são complexas e se cos O = 
= +1,as três raízes são reais. 


5) A matriz de P em relação à base canônica é 


1 0O 0 
O 1 0 
O 0 0 
e portanto 
l-x (0) 0 
Pp (x) = det 0 | =% 0 | =(1-xP?x 
0 (0) —X 


cujas raízes são O e 1, esta com multiplicidade 2. 
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Notas: 


1) Uma vez conhecidos os valores próprios de um operador T, podemos 
achar os vetores próprios associados a cada vetor próprio. Se À é um valor próprio 
(raiz do polinômio py (x)) os vetores próprios associados a À são os vetores não 
nulos do núcleo de (T — AI). Vejamos alguns exemplos. 


(D O operador T: R? > IR? dado por T(x, y) = (y, x) tem como valores 
próprios 1 e —1. Os vetores associados ao valor próprio 1 são aqueles que satis- 
fazem (x, y) + (0,0) e (T — AD(x, y) = (0,0) com A = 1 ou seja (T — D(x, y) = 
= (0,0) ou ainda T(x, y) = (x, y) ou (y, x) = (x, y) donde vem x = y. Logo 
os vetores próprios associados a 1 são os vetores da forma (x, x) = x(1, 1), 
Yx E IR*. Analogamente os vetores próprios associados a — 1 são os múltiplos 
de (1, —1), dado por x(1, —1), ¥x £ 0. 


(Il) O operador P: R? > R? dado por P(x, y, z) = (x, y, 0) tem valores 
próprios O e 1. 


Vetores próprios associados a O: 
P(x, y, 2) = 0(x, y, z) = (0,0,0) <-> (x,y, 0) = 
= (0,0, 0) < 


Então os vetores próprios associados ao zero são os vetores x + (0,0, 1), Yx E IR*. 


>x=y=0. 


Vetores próprios associados ao 1: 
P(x, y, 2) = 1(x,y, 2) < 


Os vetores próprios neste caso são os vetores (x, y, 0), onde x 0 ou y * 0. 
Podemos achar dois vetores próprios que são linearmente independentes, a saber, 
(1,0,0) e (0,1,0). 


> (z, y, 0) = (x, y, z) <==> 2=0. 


2) Assim como definimos valores e vetores próprios de um operador, pode- 
mos definir valores e vetores próprios de uma matriz. Se A é uma matriz, de ordem 
n, real ou complexa, chama-se valor próprio de A toda matriz 


X1 0 


Xn 0 


tal que AX = AX, onde À é um escalar chamado valor próprio de A. Para que À seja 
um valor próprio de A é necessário e suficiente, então, que exista uma matriz X * 0, 
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do tipon X 1,talque (A — AL)X = O. Ora, isto ocorre se,e somente se, A — AM, 
não é inversível e portanto se, e somente se, det(A — An) * O. Levando em con- 
ta a definição 3 deste item podemos concluir que À é valor próprio de A quando, e 
somente quando, À é raiz do polinômio característico de A. 


3) Se À é valor próprio de T, o número s = dim(V(A)) chama-se multiplici- 
dade geométrica de À. Reveja nos exemplos acima a multiplicidade geométrica 
dos valores próprios. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Achar os valores e os vetores próprios do operador T do IR? dado por: 
a) T(x, y) = (x + y, x - y); 
b) T(x, y) = (x,y); 
c) T(1, 0) = (0, —1) e TO, 1) = (1, 0). 


2. Achar os valores e os vetores próprios do operador linear T do IR? dado por 
a) T(1, 0, 0) = (2, 0, 0), T(0, 1, 0) = 2, 1,2) e TO, 0, 1) = 63, 2, 1); 
b) T1, 0, 0) = (0, 0, 0), T(0, 1, 0) = (0, 0, 0) e T(0, 0, 1) = (5, —1, 2). 


| 3. Determinar valores e vetores próprios do operador T do IR“ cuja matriz em relação à 
base canônica é: 


O O O ùv 
o O w e 
o + oo 
wo OOo 


4. Determinar o polinômio característico e os valores próprios do operador linear T: V >V 
que é definido em uma base tes, cics en) por T(ej) = Ae; (A € IR). 


5. Calcular o polinômio característico e os valores próprios das seguintes matrizes: 


Eee) 


6. Calcular o polinômio característico e os valores próprios da matriz: 


2 1 0 0 
0 2 0 0 
0 0 1 1 
0 0-2 4 
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1 i 
7. Seja ( i a matriz de um operador do RÊ. Ache os valores próprios de T. 
0 


Existem, neste caso, dois vetores próprios linearmente independentes? 


8. Seja A uma matriz triangular, ou seja, uma matriz A = (aij) tal que aj = 0 sempre 
que i > j (ou, ao contrário; aij = 0, sempre que i < j). Qual o polinômio característico 
de A? 


9. Sejam A e B matrizes triangulares com a mesma diagonal principal (aj; = bj, i = 
= 1,..., n). Prove que: pa (t) = po(t). ` 


*10. Provar que se À é valor próprio de T, então A” é valor próprio de T”. Generalizando, se 
p(t) é um polinômio então p(A) é valor próprio de p(T), onde p(T) = agl + ayT + 
+... + anTlsep(t) = ao + at +... + anth. 


2. DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES 


Vamos examinar dois operadores do R? que se comportam de maneira dife- 
rente quanto aos vetores próprios. São eles T, y) = (y, x) e S(x, y)= (x+y,y) 
cujas matrizes em relação à base canônica são 


(T) no (S) 
= e = 

1 0 0 1 
respectivamente. Os polinômios característicos respectivos são pr (x) = x? — 1 e 
ps(x) = (1 — x), cujas raízes são: pp(x): 1, —1 e ps(x): 1 (dupla). São 
vetores próprios de T linearmente independentes: f4 = (1, 1), associado a 1, e 
fa = (1, —1), associado a —1. 


Logo (f,, f} é uma base de R?. 


Os vetores próprios de S devem satisfazer a condição S(x, y) = (x, y), ou 
seja, (x + y, y) = (x, y) que equivale ao sistema: 


Da 
à Alado À 


cuja solução geral é y = 0. O sub-espaço próprio de S é formado então pelos 
múltiplos do vetor (1, 0) e portanto sua dimensão é 1. Então é impossível formar 
uma base de IR? com vetores próprios de S, contrariamente ao que se verificou 
com o operador T. 
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No caso do operador T, se B = {f}, f2}, então 


(Th = 1 0 
p 0 -1 
1 
Mais ainda, sendo M = TE a matriz de mudança da base canônica para 
a base B, temos (T)p = M"“(T)M, ou seja 
1 RD 01 1 1 
0 —l 2 \-1 1/ M 0 (W -1 


Em resumo: existe uma base do IR? em relação à qual a matriz de T é 
diagonal. Tal fato não ocorre com a matriz do operador S. Em outras palavras, 
a matriz de T é semelhante a uma matriz diagonal, o que não acontece com a 
matriz de S. Faremos a- seguir um estudo breve dos operadores que podem ser 
diagonalizados conforme o operador T acima. 


Definição 5 — Seja V um espaço vetorial de dimensão finita. Um operador 
T: V > V se diz diagonalizável se existe uma base de V formada por vetores pró- 
prios de T. 


Se B=(e,,..., en) for uma base formada de vetores próprios de T então 


o 


(Th = à a 


onde Ài, ..., An são os valores próprios de T. Segue daí que 


A —X O 


l A — X = (M — X) —x)...(An— x) 
a An—X 


e assim pr (x) se decompõe em fatores lineares. 


pr (x) = det 


Nota: Os números ÀA4, ..., An não são necessariamente distintos dois a dois. Pode 
acontecer de o polinômio característico py(x) de um operador linear T se decom- 
por em fatores lineares da forma x — A, sem que T seja diagonalizável. É o que 
acontece, por exemplo, com o operador linear S: IR? > IR? dado por S(x, y) = 
= (x + y,y) cujo polinômio característico é (x — 1)(x — 1) que já vimos tratar-se 
de operador não diagonalizável. 
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Nosso objetivo agora é dar um critério para que um operador linear T de um 
espaço de dimensão finita (sobre IR ou C) seja diagonalizável. Para tanto precisare- 
mos de alguns pré-requisitos ainda não constantes do texto. 

Lembremos que a soma de dois sub-espaços Hı e H, de um espaço vetorial V 
é o sub-espaço 

Hı +H, =(u + v|ueH,veH,) 


e que essa soma se diz direta se H; NH, = (0). Estas noções podem ser gene- 
ralizadas de maneira óbvia. Se H,, ..., Hi(r > 1) são sub-espaços vetoriais de V, 
a soma desses sub-espaços é o conjunto 


Hı +...+H,=(u +... + u |uecHj. 


É claro que H, + ... + H, também é um sub-espaço de V. Se ocorrerem ainda as 
igualdades 
H; N H; = {0} 


H; A (H; + H3) = {0} 


H; N (Hı +... + H-1) = {0} 


a soma em questão é chamada direta e se indica por H, € ... o H,. 

Para uma soma direta H = H; e ... e H, de sub-espaços de um espaço V vale 
o seguinte fato: se B;,..., Br são bases de H,, ..., H,, respectivamente, então 
B = B;U...UB, é uma base de H. 


n 
Como cada H; é gerado por B; e todo u E H é uma soma u = >, u;,onde ca- 
i=1 
da u; EH,, então B gera o sub-espaço H. Para mostrar que B é linearmente indepen- 


dente suponhamos B; = (um, ....Uín,),....Br= (Um..-.oUm,). Então, se 
auu, +... + Gin Vin +... arunt... + Crnglm, = O deixando no 
primeiro membro apenas as n últimas parcelas teremos 
OrUrm +... + Qrin, Urn, 7 V 
onde vEH, + ... + H; —ı. Como H; N (H, +... + H,. 1) = {0}, então 
V = GryUri tait CrnyUrny =O 
e, levando em conta que B, é L.I., concluímos quea,, =... = @rn, = O. A repeti- 


ção desse raciocínio nos levará à conclusão que todos os escalares a são nulos e, con- 
sequentemente, que B é linearmente independente. 
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Uma consequência do que acabamos de mostrar é que 
dm(H © ... © H) = dimH; ®© ... © dim H}. 


Teorema 1 — Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre K(K = 
= RouK = C). Um operador linear T € L (V) é diagonalizável se, e somente se, 


1) o polinômio característico de T tem todas as suas raízes em K (sempre 
acontece no caso K = C); 


2)a multiplicidade algébrica de cada valor próprio A; de T é igual à 
dimensão de V(A;). 


Demonstração: 


(=>) Seja B= lun,..., Ur,» Uki- -> Ukry Juma ba 
se de V formada de vetores próprios de T de maneira que em cada B; = 
= { uii,- - , Uirj) estão todos os vetores próprios associados ao valor próprio 
i E KG = 1, 2,. . . , K). A matriz de T em relação a essa base é 


= (o) 


A 


(Dp E 


(O Àk 
é portanto, já que pr (t) independe de representação matricial de T, 
prít) = (A — t)’ Pa Ak —_ t} k 
cujas raízes estão todas em K. 

Para cada índice i (1 < i < k) seja H; o sub-espaço gerado por B; e mostre- 
mos que H; = V (A;). A inclusão H; C V(A;) é fácil de verificar pois um elemento 
u EH; é uma combinação linear de B; e é, portanto, um vetor próprio cujo valor pró- 
prio associado é À;. 

Para provar que V(A,) C H; tomemos u E V(A;) em relação à base B: 


uU=anumnh+... + CkrpUkry 
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ella 


Então 
Maua +... + Arno... + AGkiki +... + AaQkryUkry — 
= Mu=T(u)= anT(us) +... + Akrg TCUkry) 
= MG +... + MOr Urn +... + Akaki Uk +. + AkäkrgUkrg: 
Comparando a primeira e a última combinações lineares acima obtemos 
Alo = MG... Ator, = Maar 
Maki = Àkäkis-- -> Makrk = AkQkry 


e assim Qn =... = A, =... = Aki =... = akr = O 


Donde u = qnum + ... + Oir Ur e portanto u CH. Analogamente se chega à 
conclusão que V(A;) CH; para todo i (1 < i < k). 


Das igualdades V(A;) = H; resulta que dim V(A;) = dim H; = 1; que é a mul- 
tiplicidade algébrica de A;. 


(<=) Por hipótese o polinômio característico de T pode ser fatorado 
sobre K do seguinte modo: 


HO = Qu — 4... Qu — tk 
onde A; # Ajsei # jer, +... + rg = graude pr(t) = dimV. A multiplicidade 
algébrica de cada um dos valores próprios À; é, pois, r; Gi = 1,2,...,Kk). Por hipó- 
tese ainda, dimV(A;)) = n G = 1,2,...,X). 


Seja H = V(A;) + ... + Vk) e mostremos que VAN VAJ = {0},sem- 
pre que i * j. De fato, se u E V (ài) N VíA;), então T(u) = Aju = Aju e daí 
(A; — Aju = o. Comoà; # Aj entãou = o. Conseqüentemente VAOVA) + 
+... + VA; a1) = {0}(2 < r < k)e então 


H = VAD O ... O VAR- 


Daí dim H = dim V(A) + ... + dim VA) = r1 +... + rk = ne, sendo H um 
sub-espaço vetorial de V cuja dimensão é n, então H = V. Tomando uma base B; de 
VAJ = 1,2, ..., k), então B = BjU...UBy é uma base de V, constituída só 
de vetores próprios de T. Donde T é-diagonalizável. 


Nota (Importante): Seja A uma matriz real n x n. Se B indica a base canônica do 
IR”, existe então um operador linear T.€ L (R”) tal que (T) = A. A matriz A se 
diz diagonalizável se, e somente se, T é diagonalizável; isto é, quando existe uma 
base B, de IR” tal que (Ds, = D é diagonal. Essa base B4, como vimos, é forma- 
da por vetores próprios de T. 
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Mas sendo A e D matrizes de um mesmo operador linear, se indicarmos por 
M a matriz de mudança de base de B para B,, então (ver Cap. 5, § 5). 


D = M~! AM. 
Ora, sendo B = {(1, 0, ..., 0); ...; (0, 0, ..., 0, 1)), se 
Bo = (Gie ROS ei Kip ae Xan então 
Xii Xi sor KN 
Xiz X2 Xn2 
M = 
Xa A ae -Xi 


Quer dizer, as componentes do i-ésimo vetor próprio de B, formam a i-ésima co- 
luna de M(i = 1, 2, ..., n). l 
Para as matrizes complexas nxn vale o mesmo observado acima. 


Exemplos 


1) Seja T : R? > R? o operador dado por T(x, y) = (4x + 4y, x + 4y). Sua 
matriz em relação à base canônica é: 


Então: 


— X 4 


= Dis És = a 
; ME x? — 8x +12 =Q -2-6 


4 
pr(x) = det 
o que mostra que A é diagonalizável. Para À = 2 temos 
4 4 /X X 
r2 
1 47 Wy y 


passa 
x + 4y = 2y. 


donde vem que 


A resolução desse sistema nos leva a que: 


(3) 


é um vetor próprio de T. 
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2 
Um cálculo análogo nos dará R como outro vetor próprio de T, asso- 


2.2 
ciado ao vetor próprio 6. A matriz M = | d é tal que MAM =: 


2 
= ) . Pedimos ao leitor que faça estes cálculos. 


0 
4 

2) Seja 

O 7 -6 
A= |-1 4 0 
0O 2-2 
Seu polinômio característico é: 
—X 7 —6 
pal(xy)=det |-1 4-x 0 =(x— D(x + D(x — 2. 
0 2 —-2-x 


Para À = 1 temos 


-1 4 0Olly |=- 


donde vem o vetor próprio 


9 
3 
2 
Para À = —1 temos 
ER 
O 7 —6 x x 
-l 4 0 y |=-— 
0 2 -2 Z Z 
donde vem o vetor próprio 
5 
1 
2 4 
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Para À = 2 teremos o vetor próprio 


4 
= 
1 
Então, formando a matriz N 
9 5 4 1 0 0 
M= {3 1 2 | teremos MAM = [0-1 0 
221 0o 0 2 


” 3) Seja T : C4 > Cf o operador linear cuja matriz, em relação à base canôni- 
ca de C4 sobre C, é: 


2 1 0 
q 0 20 
0 01 
0 0 4 -2 
Então 
2-t 1 0 0 
0 2-t 0 0 
Prt) = = 
0 0 l-t 1 
0 4 —2 -t 


= (2 —- t}: (1 — tX-2 — t) —4] = (2 — Ht + t - 6) = (2 — t}(-3 — t) 
Logo, os valores próprios de pr(t) são 2 (com multiplicidade algébrica 3) e — 3 (com 
multiplicidade algébrica 1). 

Calculemos as dimensões de V(2) e V(— 3), onde V = C4. A equação matri- 
cial A (x y z t} = 2 (x y z t} equivale ao sistema 


2x + y=2x 

2y = 2y 
Z +t = 2z 
4z- 2 = 24 
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que equivale, por sua vez, a 


a 
z=t 


Donde V(2) = {(x, o, z, z)|x, z E Œ} = [(1, 0, 0, 0); (0,0, 1, 1)], cuja dimensão é 2. 
Como a multiplicidade algébrica de 2 é 3, então T não é diagonalizável. 


Cálculos análogos levam à conclusão que V(— 3) = {(0, 0, z, —4z) | z E Œ) 


e portanto dim V(—3) = 1, o que mostra que V(2) + V(-3) = Cê. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


ja 


N 


U 


A 


tn 


. Achar uma matriz diagonal semelhante à matriz 


. Determinar, se possível, uma matriz M € M, (IR) de maneira que M`! AM seja diagonal, nos 


seguintes casos: 


2 4 3 -2 
o(s 13 Da 1 
/ 


. Determinar uma matriz M € M, (R), inversível, tal que M7! AM seja diagonal, sendo 


0 1 5 9 
2 1 6 8 

A= 0o 0 0 3 
O 0 1 -2 


. Determinar M € M}(R), -inversivel, tal que MT! AM seja diagonal onde 


2 0 4 

A = 3 —4 12 
1 o —2 5 

3 -1i + 

—6 1 2 

2 1 0 


Estudar quanto à possibilidade de diagonalização as matrizes: 


Dea a 1 0 0 
a) 2 od sf b) m 2 0 
2 2 -3 n o0 2 
si = ED 25 RE GA RE 
ndo (ef, ED ED fo cds re] 
c) E RR S d) jo ei dei 
2 2 4 4 po ia sd dq 
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3. DIAGONALIZAÇÃO DE OPERADORES 
AUTO-ADJUNTOS (OU DE MATRIZES 
SIMETRICAS REAIS) 


Lembremos que um operador auto-adjunto é um operador linear A de um 
espaço vetorial euclidiano V tal que 


<A(u), v> = <u, A(v)> 


para quaisquer u, v E V. Lembremos ainda que a matriz de A, em relação a qual- 
quer base ortonormal, é simétrica, e que, reciprocamente, toda matriz simétrica 
representa um certo operador auto-adjunto, com referência a uma base ortonor- 
mal. Assim, o problema de diagonalização de uma matriz simétrica equivale ao 
da diagonalização de um operador auto-adjunto. 

O polinômio característico de um operador linear sobre um espaço eucli- 
diano é um polinômio real cujas raízes pertencem ao corpo C dos números comple- 
xos. Mostremos que no caso de um operador auto-adjunto todas essas raízes são 
necessariamente números reais. 

De fato, seja S = (sij) uma matriz simétrica real e seja À um valor próprio 
de S. Então det(S — Am) = 0,0 que equivale a dizer que o sistema linear homo- 
gêneo 


n 
pa Sjxj = Ax; (=1,2,...,n) 
j=1 


admite uma solução não trivial (81, ..., Bn) e portanto são válidas as igualdades 


n 

> sjĝj=Mi (i=1,2,...,n). 

j=1 
Multipliquemos ambos os membros de cada i-ésima dessas igualdades por B; e a 
seguir somemos membro a r membro as igualdades obtidas: 

n 


. n 
2 sybilii =A D bibi 


i,j=1 i=1 


Como > bibi € IR, se provarmos que o primeiro membro da última igualdade 
i=1 > 

pertence também a IR, então teremos a conclusão desejada, isto é, A E IR. Mas 

isto equivale a mostrar que esse primeiro membro é igual ao seu conjugado, o que 


é fácil: 
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n 


>, säbjßi = 


Lj=1 Lj=1 Lj=1 


I 
Ms 
so 
= 
Eco 
Iı 
H 
M 
= 
D 
D 


n n n 


> subj6i= > sġfibj = > SjB;B;- 


Lj=1 ij=1 ij=1 


Observe-se que a penúltima igualdade na seqüência anterior de igualdades se obte- 
ve simplesmente permutando-se os índices i e j na dupla somatória. 

Portanto, já levando em conta a multiplicidade algébrica, uma matriz simé- 
trica real de ordem n (ou um operador auto-adjunto de um espaço euclidiano de 
dimensão n) tem n valores próprios. 


Teorema 2 — Um operador linear A de um espaço euclidiano V, de dimen- 
são finita n > 1, é auto-adjunto se, e somente se, existe uma base ortonormal de V 
formada de vetores próprios de A. 


Demonstração 


($ ) Se B= {g1, %2,- -., gn Jé uma base de V formado de vetores 
próprios de A, então (A)g é uma matriz diagonal e portanto simétrica. Logo A é 
auto-adjunto (devido à proposição 8 — capítulo 6). 


( 
qualquer que seja v € V, v Æ 0, fazendo -¥- 


>) Faremos a demonstração P indução sobre dim V. Se dim V = 1, 


Tm RTE então {g Jé uma base ortonormal 


de V e, obviamente, como V = [g]e A(g)EV,então A(g) = Ag, para um certo AER. 
Então g é um valor próprio de A e esta condição fica provada paran = 1. 

Seja V um espaço euclidiano de dimensão n > 1 e suponhamos o teorema 
válido para os espaços euclidianos de dimensão n — 1. Sejam A EL (V) e à, EIR 
um valor próprio de A. Se u * o é um vetor E de A E, a À, então 


u u 
= -—— també é pois Al = Ajl— =À 
&1= gog ooe pois A) lull - mi BD T~ i“ 


= Mg- 

= [g1], então V = H © Ht, onde H! também é euclidiano (relativa- 
mente ao produto interno de V,restrito a este sub-espaço) e dim H* = n — 1. Obser- 
vemos ainda que Ht é A-invariante, isto é, vale a implicação: v E€ H} > A(v) EHH. 
De fato, se v EH! < g,,A(v) > = <A(g1), V> = <M gp V> = M Sg y> =M’ 
-0 = O. Isto nos permite considerar A, enquanto atua somente sobre os elemen- 
tos de Ht, como um operador linear deste sub-espaço. E como <A(u), v> = 
= <u, A(v)> vale para quaisquer u, v € V, também vale para quaisquer u, v E€ H+, 
então A, como operador linear de H+, é também auto-adjunto. 
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Pela hipótese de indução existe uma base ortonormal (go, ..., g&n} de Ht 
formada de vetores próprios de A (restrito a Ht). Então B = (gy, 8, ..., En) é 
uma base ortonormal pois cada vetor de H» é ortogonal a gı. Como cada ele- 
mento de B é um vetor próprio de A, a demonstração fica concluída. 


Exemplo 


Consideremos a matriz simétrica 


1 -2 0 
A= —2 1 0 
0 0 —1 
seu polinômio característico é 
l-—t = 0 
det(A — tl) = | —2 l-t Oo l=- (0-tP( +t) + 
0 O -1-t 


+ 4(1 +t)=(t-3)-(t+1). Achemos os vetores próprios correspondentes 
aos valores próprios 3 e — 1 encontrados. a 


De 
1 —2 
— 2 1 =31y 
0 (0) — Zz 
vem que 
x+y=0 
Z = 


Logo V(3) = ((x, — x, 0)|x € IR} é o conjunto dos vetores próprios associados ao 
valor 3. Analogamente se obtém que V(— 1) = ((x,x,z)|x,z E IRJé o conjunto 
dos vetores próprios associados a — 1. Uma base de IR? formada de vetores próprios 
de A é 


B = {(1,— 1,0); (0,0,1); (1,1,0). 


Note-se que o primeiro desses vetores foi conseguido fazendo x = 1 em V(3) e os 
dos outros foram obtidos parax = Oez = lex = lez = 0em V(— 1). Essa base 
é ortogonal mas não ortonormal. Assim, se multiplicarmos cada um dos seus veto- 
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res pelo inverso de sua norma acharemos uma base ortonormal do IR? constituída de 
vetores próprios de A: 


o” 2 > 2 É) > 9 3 > 2 , 2 , 
Portanto 
v3 q N2 
2 2 
M = | — 2 v2 0 DEA 
2 2 
0 1 0 


é a matriz de mudança da base canônica do R3 para Bọ, ambas ortonormais, do 
que decorre que M7! = Mt (ver exercício proposto 24 — item 4 — cap. 6). Donde 


3 0 0 
MI.A-M = O —1 0 
0 Do (== 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Seja A EL (IR?) o operador linear cuja matriz relativa à base canônica é 


2 2 0 
(ap = 2 -1 0 
0 2 


a) Achar os valores próprios de A. 
b) Achar uma matriz ortonormal do IR? em relação à qual a matriz de A é diagonal. 
c) Achar uma matriz M ortogonal (M7! = Mt) tal que Mt(a;)M é a matriz diagonal obti- 
da em b). 
2. Seja A EL (IR?) definida por 
Alx, yz) = (x +y+z7x+y+zx+y+z2. 
a) Achar os valores próprios de A. 
b) Achar em base ortonormal B do IR3 tai que (A)p é diagonal. 


c) Qual a matriz de mudança da base canônica do IR? para B? 
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a 


- Seja (sij) uma matriz real simétrica cujo valor próprio de menor módulo é à. Mostrar q 
(sij) é inversível se, e somente se, à + 0. 


4. Fazer para a matriz real simétrica 


0 1 1 Si 
F 0 zi 1 
Gip = -1 0 1 
-1 1 1 0 


o mesmo que se pediu no exercício 1 acima. 


5. Um operador auto-adjunto de um espaço euclidiano V se diz positivo definido se, e só se, 
todos os seus valores próprios são maiores que zero. Supondo a dimensão de V finita, mos- 
trar que: 


a) A é positivo definido se, e somente se, <A(u), u> >0 pára todo vetor não nulo u € V. 


b) Se A é positivo definido, então seu inverso (caso exista) também o é. 


o 


tal que Pt. A: P = D, onde D é diagonal, formada pelos valores próprios de A. 


4. APLICAÇÃO DA DIAGONALIZAÇÃO: POTÊNCIAS 
DE UMA MATRIZ 


Seja A uma matriz de ordem n. As potências de A são definidas por A? = 
= AA, ..., AP = APA. Em geral é penoso o cálculo de AP, sobretudo se p é 
grande. No entanto se A é diagonalizável, o cálculo de AP é mais fácil. Pois se A é 
diagonalizável, existe uma matriz inversível M tal que: M-!AM = D, sendo 


Mi 0 
D = M 
0 E 
a matriz diagonal dos valores próprios de A. É claro então que 
A O x o0 aP O 
D’ = Z , D? = g pe DP = a 
O NE, 0. N o 


Mas M-!AM = D acarreta A = MDM”! e daí, conforme já vimos no apêndice V, 
AP = MDPM“. 
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- Seja A E Mp (IR) uma matriz simétrica. Prove que existe uma matriz real ortogonal P, nxn,. 


Exemplos 


1) Seja A = (1 ) e calculemos AP. Conforme já vimos a matriz 
1 


2 
M = ( f n) diagonaliza A, isto é, MAM = ( ) , OU seja, À = 
—]1 1 o 6 
2 0 r 
= M`} de onde se tira que 
0 6 


= 
“o 
| 
z 
ATN 
o } 
Qo 
A q 
Ed 
l 
jm 
| 
Le N 
-= P 
do dá 
Da 
o 
a 
ATS 
| 
Y N 
Nu 
HI 


i f PM 2.@\/1 -2 
4 \ -2 6P 1 2 


1 f 2P" 4+42.6P -P42.6 
TCalopr+e 2PH 42.6? 
2) Seja 
O 1 1 
A= 1 0 1 
1 1 0 
cujo polinômio característico é pa (x) = (x + 1} (x — 2) (verifique). Ela é diago- 
nalizável pois tomando A = —1 (raiz dupla) obtemos 
0 1 x x x 0 
1 0 1 yl=-| y |= y ]=y 1 |+x 0 
1 0 Zz Z Zz —1 —1 


e tomando À = 2 obtemos o vetor próprio 


1 
1 
1 
Assim 
O 1 i —1 0 
M = 1 0 1 é tal que MAM = —1 
—1 -1 1 (0) 2 
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Segue daí que 
(IP | 
AP =M (IDP M“! = 
2P 
2P+2(-IP 2P- CIP 2P — (1% 
2P -(-1P 2P +-2(—1P} 2P CIP 
2P — (—1)P 2P -(-1P 2P +2(—1) 


wjm 


5. APLICAÇÃO DA DIAGONALIZAÇÃO: SÉRIES DE 
MATRIZES (NOÇÕES) 


Consideremos uma segiência A1, A2, ..., A, ... de matrizes reais de 
tipo m xn. Suponhamos Ap = (a, 09), k = 1,2,... . Dizemos que a segiiência 
dada converge para a matriz B = (bij), do mesmo tipo que as Ay, se as sequências 
de números reais 


a, aj, ..., agi, ... 


convergem para bij para todo i = 1,..., m e todo j = 1,..., n. 


Por exemplo 


1 1 
( 1 5) 27º 30 E 
o 0/°\o ol" lo 0°” \o 
0 0 ; 1 1 
converge para a matriz Ai pois 1, 7> 3º -- - converge para 0, o mesmo 


jeee 


0 
0 


acontecendo com a segiiência 0, 0, 0,... 


Se a segiiência A,, A; + A2, A, + A, + As,... convergir, para a matriz B, 
então diremos que a série infinita A, + A, + A3 +... + An +... é conver- 
gente para B. A matriz B chama-se soma da série dada. 


Pode-se provar (não o faremos aqui) que, sendo A de ordem n, a série 
exponencial 


AE A? AP S AŽ 
IRA tarte tte Hi 


me 
{i 


0 
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é convergente. A soma dessa série é denotada por eå, É fácil perceber que o cál- 
culo de eê é em geral difícil. Mas se A for uma matriz quadrada diagonalizável 
então esse cálculo torna-se bem simples pois, sendo AP = MDPM”! com 


No aÃ) 
então 
o. ak oo M.DÉ.M! oo DE x . 
a Ee E Seat cu 5 o 
k=0 =0 


=M PM! =M e. Mt, 


Por exemplo, se 


4 4 
A= então D = 
Ga ( 


conforme já vimos anteriormente. Daí l 
e 0 1 Du 2 e 0 1 —2 
eê =M M“! =— ; z 
O e 4 \-1 1 0 e 1 2 
1/ 2e? 2e 1 —2 1 /2(2 +e) 4(ef — e?) 
ae e 12) 4N\=e +e  2(e + e6) 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


*1. Calcular AP nos seguintes casos 


0 7-6 
2 4 
a) bd [-1 4 0 
3 13 
0 2-2 
0 1i 5 9 -1 -4 -2 -2 
2 1 6 8 -4 -1 -2 -2 
c) d) 
0 0 0 3 2 2 1 4 
Oo 0 1-2 2 2 4 1 


*2. Calcular eÂ, utilizando as matrizes do exercício 1. 
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6. Lema de Gergoshin 


Seja A uma matriz complexa n x n. Chama-se vetor próprio de A toda 
matriz complexa X de tipo n x 1 tal que AX = AX para algum A E C. Neste caso À é 
valor próprio de A associado ao vetor próprio X. Como no caso real prova-se que 
À é valor próprio de A se, e somente se, det (A — Aln) = O e portanto os valores 
próprios de A são as raízes do polinômio pa (t) = det (A — tIn). O conjunto dos 
valores próprios de A é o seu espectro. 


l+i 


2i 
Exemplo: Seja A = ( ) E M, (C). Então 
i 


l+i-t 2i 
pa(t) = det (A — tL) = det ( : i J = 
= t? — (1 + 2i)t + (Gi — 3) 


cujas raízes são A =2 +ieM =i -— 1. O espectro de A é representado pelos 
pontos seguintes 


1 


Um problema apresenta-se agora: pode-se prever onde se localiza no plano 
complexo o espectro de uma matriz, sem calcular explicitamente seus valores 
próprios? 


Definição 6 — Seja z; um número complexo e r > 0. Chama-se disco de 
centro zo e raio r o subconjunto D(zo; r) do plano complexo definido por 


D(zo; r1) = {z E C : lz — zo! < r} 
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Teorema — Seja A = (ajj) uma matriz complexa de ordem n. Consideremos 
os n discos D (aji, r;) onde 


n 
ti = > lal (=1,...,n). 
jzi 
Então o espectro de A está contido na reunião destes n discos. 


X 


Prova — Tomemos um valor próprio À e seja X = : 


um vetor próprio 
Xn 


de À. A igualdade AX = AX significa que 
n 
Ba ajxy = Ax; (i=1, 5 0) 
j=1 


ou seja 
n 
>, ajX = AXi — äi Xi = (À — aji) Xi 
j=1 
jži 


Tomemos o índice ip tal que lxi | = sup {lxil :i=1,..., n}. 


Então 
A — aiio) Xio | = IA — aúio! lXiol = 
& n n 
> digjXi <>, lajoj! Ig] < Š laiojl | sup gl = 
j=1 j=1 j=1 
ifio itio j+io 


n n 
= > lajojl Ixipl e daí IA — aig! S 5 lajojl 


j=t j=1 
io jfio 


isto é A € D(açio> Tio) " 
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7. FORMA DE JORDAN 


O teorema 1 deste capítulo fornece uma condição necessária e suficiente para 
que um operador linear de um espaço vetorial de dimensão finita seja diagonalizá- 
vel. O exemplo 3, item 2, é de um operador linear do R4 não-diagonalizável. 

Neste item trataremos de uma forma de matriz bastante simples, embora ne 
tanto como as matrizes diagonais, porém com uma vantagem: toda matriz comple- 
xa é semelhante a uma delas. Trata-se da forma canônica de Jordan. Como resul- 
tado fundamental veremos (o que já foi dito em outras palavras) que todo opera- 
dor linear de C” pode ser representado, numa base conveniente, por uma forma 
de Jordan. 

São chamadas matrizes de Jordan sobre o corpo C, de ordem respectivamen- 
te 1,2 e 3, as matrizes 


A 10 
0), C i 021 
0 0 


onde À € C. A definição geral de matriz de Jordan é óbvia a partir desses casos. 
Reduzir uma matriz n x n à forma canônica de Jordan significa encontrar uma matriz 


J3 0 0 
0 3 0 
0 0 J, 


onde os J; são matrizes de Jordan, semelhante à matriz dada. Como já observa- 
mos, isso sempre é possível no caso das matrizes complexas. A demonstração desse 
fato, contudo, é bastante longa e árdua, razão pela qual não será vista in totum 
neste texto. 

Mas, na parte de que trataremos, aparecerão com fregiiência matrizes parti- 
cionadas em blocos. Por exemplo, isso acontece na forma canônica de Jórdan, onde 
os Ji, J2, ..., Jn são blocos, o mesmo acontecendo com as matrizes nulas que nela 
figuram, indicadas simplesmente por 0. Se considerarmos, digamos, a matriz 3 x 3 
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cidade ati dro 


adidas dc 


e fizermos 


(: -a C) -» l )=C e =D 
2 3 6 


então pode-se escrever 
A B 
M = 
C D 


Diz-se então que M foi particionada nos blocos A, B, C e D. Até aí trata-se 
simplesmente de notação. Mas se considerarmos duas matrizes P e Q, particiona- 
das em blocos 


An An An Bu Bop .. Br 

An Ay Am B By Bzr 
P = > Q = 

Amı Am2 Am Ba Bo .. By 


e se o número de colunas de cada A;; for igual ao número de linhas de cada Bj, 
então ` 


Cy Ci ... Cir 

Cs Cy ... Car 
PQ = 

Cmi Cm2 Cmr 


n 
onde Cik = 2 A;jBj. O leitor, certamente já bastante familiarizado com produ- 
j=1 


tos de matrizes, não terá dificuldades em perceber a validade desse resultado. Daí 
não nos alongarmos mais sobre o assunto. 

Uma etapa de nosso trabalho no sentido da forma de Jordan passa pelas ma- 
trizes triangulares superiores: são as matrizes (a;;) tais que q; = O sempre que i 
< j. Por exemplo, as matrizes de Jordan. A matriz 


I 2 
0 2 1 ; 
0 0 


porém, é triangular superior mas não é matriz de Jordan. 
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Lema 1 — Seja T : C” > C” um operador linear. Existe então uma matriz 
triangular cujos termos da diagonal principal são os valores próprios de T e que 
é a matriz de T em relação a uma conveniente base de C”. 

Demonstração — (por indução sobre n) 

Como toda matriz 1 x 1 é triangular, o teorema é obviamente verdadeiro pa- 
ran = 1. 

Sejan > 1 e consideremos o teorema verdadeiro para n — 1. Consideremos 
T:€"> C” conforme o enunciado e seja B a base canônica de C” sobre C. Como 
pr(t) é um polinômio complexo, T admite um valor próprio À, € C. Seu, é um 


vetor próprio ao qual À, está associado, seja C = fuj, uz, ..., un) uma base de C" 
obtida a partir de uj. Então 

T(u) = Mu 

T(u,) = C2Uj + Ooo, + ... + Cao, 


ne! 
(De = 0 K 


onde U é 1x(n — 1), 0 é (n — Dxle 


nz ... Onn 


é(n — Dx(n — 1). Supondo A = (T)p, então (prop. 2, cap. 5): 


AM U 
MI. A-Ma 
0 K 


onde M é a matriz de mudança de base, de B para C. 

Ora, como K é (n — 1)x(n — 1), K é matriz de um operador linear 
S: C- !1— C- ! em relação, digamos, à base canônica de C» - T>Pela hipótese 
de indução existe uma base de C” — 1 relativamente à qual a matriz de S é 


A2 Bs Ban 
TE O às .. Ban 
0 0 An 
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Se P indica a matriz de mudança da base canônica de C" ~ l para esta última ba- 
se, então 


P-!. K. P=() 


e= (5 2) 


eR = M + Q. Observando que Q é inversível (pois P o é) e 


-h A 
maz 0 pH 


Sejam agora 


Mo Yo Y3 Yin 
o a Bo Ban 
O 0 0 Mm 


Devido ao item 5 do capítulo 5, esta matriz efetivamente é uma representa- 
ção de T. Os valores próprios dessa matriz são, é claro, A, Àz, «.., An: Como A 
é semelhante a essa matriz e A = (T)p, então Ay, Àz, -.., An São os valores próprios 
de T. 

Nota — A representação matricial obtida para T no lema 1 pode ainda ser 
melhorada. Vejamos como, reproduzindo passo a passo a demonstração feita (ao 
invés de usar o recurso da indução), mas com alguns cuidados suplementares. 

Conforme a demonstração, existe uma base C de C” tal que 


e (1 a 
(Dc = o K 
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Os valores próprios da matriz K são os restantes valores próprios de T, posto que 
K é semelhante a uma matriz triangular superior cujos termos da diagonal princi- 
pal são exatamente esses valores. Repetindo para S : C" - ! -> C” -~ ! o raciocínio 
feito com T, porém com o cuidado de partir ainda de À,, caso este número seja 


também valor próprio de S, concluiremos analogamente que existe uma matriz in- 
versível M,, de ordem n — 1, tal que 


A U 
Mī! z K o: M, = 
0 K 


Com a suposição de que À; não é raiz simples de pr(t), chegamos então à existên- º 
cia de uma base de C” em relação à qual é 
js SER ! 

MD=([0 ^ U 

0 0 K 


Se levarmos esse raciocínio até esgotá-lo, o resultado será uma representação trian- 
gular superior de T mas de tal sorte que a diagonal principal obtida é formada pe- 
los valores próprios na seguinte seqüência: Aj, Aj, ..., Ags Azs ..., A25 coes Aps eg 
Ap, onde À; # Àj sei £ j. 

Um exemplo poderia ser o seguinte 


0 M% l 
O 0 0 


Observemos que, neste caso, L admite a seguinte partição em blocos: 


Tu Ti 
L = 
onde T,; e T»; são triangulares superiores, a primeira com todos os elementos da 
diagonal principal iguais a À, e a segunda com todos iguais a z. 


É claro que isso é geral e podemos afirmar que todo operador linear T : €” 
~ C” admite uma representação matricial por blocos 


Ay Ap ... Air 
O Ap Ay 
0 o0 As 
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onde cada A; é triangular superior, todos os elementos da diagonal principal de Aii | 
são iguais a À; (valor próprio de T), a multiplicidade algébrica de À; é igual à or- | 
dem de A; e À; # A; sempre que i # j. 


Lema 2 — Se T : €" > C” é um operador linear, então T admite uma repre- 
sentação matricial 


A 0 0 0 | 
0 As 0 0 i 
0 0 0 Ar 


onde cada A; é triangular superior cujos termos da diagonal principal são iguais 
a à; (valor próprio de T), a ordem de A; é a multiplicidade- algébrica de h eré 

A ` . . . 
o número de valores próprios distintos entre si. 


Demonstração i ia 
Observemos primeiro um exemplo. Digamos, O de um operador inear c e l 
que admite, de acordo com a nota anterior, a seguinte representação matricial: 


Soon 
SS o = Ọ 
O = O 0. 
o o o © 


onde c (a determinar) ocupa a posição (1, 3), exatamente a do termo que se quer 
anular em A. A inversa de E é 
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1 0 -c 0 
0 1 0 0 
El = 
0 0 0 
e 0 0 0 1 
1 1 | c+2 c+3 
O 11 1 0 
E . A. El = EC CT Da — — —— = — — 
0 0, 2 1 
00,0 2 
Assim, se escolhermos c = —2, conseguiremos o anulamento pretendido. 


De um modo geral, se A = (a;;) já está na forma dada pela nota anterior, 
pode-se transformar em nulo qualquer bloco acima dos blocos diagonais, seguindo 
a idéia do exemplo dado. De fato, seja Grs um elemento de um dos blocos a serem 
anulados (logo r < s). Seja E a matriz elementar que tem na posição (r, s) um ele- 
mento c (a ser determinado) e que nas demais coincide com a matriz idêntica. A 
inversa de E coincide com E salvo na posição (r, s) onde seu valor é —c. Se E . 
A . E`! = (By), então 


Bs = Cl + Os — Cl = Or + c(ass = Err) 


Isto porque o efeito de EA é somar à linha r-ésima de A sua linha s-ésima multipli- 
cada por c, ao passo que (EA)JE”! soma à coluna s-ésima de EA sua coluna r-ésima 
multiplicada por — c . Observemos, também, que a transformação E . A. E`! 
afeta apenas os termos Qij, tais que i > rej >s. 

É claro, então, que através de uma sucessão finita dessas transformações de 
semelhança se chega ao resultado pretendido, visto que em cada etapa onde 
Oss # Orr pode-se anular B,, fazendo c = (— drs) (Oss — On)! 

O último resultado obtido já se aproxima razoavelmente da forma canônica 
de Jordan. Mas ainda faltam etapas difíceis, como o lema a seguir, cuja demons- 
tração omitiremos. O leitor poderá encontrá-la na bibliografia em [13]. 


Lema 3 — Todo operador linear de C” que admite uma representação ma- 
tricial triangular superior, cujos termos da diagonal são iguais a À E C, admite 
também uma forma canônica de Jordan 


Jı 0 0 
O JJ 0 
0 0 J, 
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onde na diagonal das matrizes de Jordan J; figura sempre o elemento À e r é a di- 
mensão do subespaço próprio de À. 


Teorema 3 — Seja T um operador linear de C”. Então T admite uma forma 
canônica de Jordan 


z 0 0 
0 5 0 
o 0 Jp 


onde: (i) cada J; é uma matriz de Jordan com elementos da diagonal den hs 
dos iguais a um certo valor próprio À; de T; (ii) um mesmo valor próprio À; de E 
pode figurar em mais de um bloco, porém o número de blocos com o mesmo A; 


é igual à dimensão do subespaço próprio de Ài. 


Demonstração NS YT 
Pelo lema 2 existe uma base de C” em relação à qual a matriz de T é 


A 0 . 0 
A, 0 

(T) = 
o o0 A, 


onde os termos diagonais de As, ..., Ar são, respectivamente, os valores o 

Ajs -.., A de T, a ordem de cada A; é a multiplicidade algébrica de o ré o nú 

ro de valores próprios, distintos entre si, de T. (Cada A; é triangu ar.) a 
O lema 3, por sua vez, garante que, para cada Aj, existe uma matriz inversi- 


vel P; tal que 


m 0 0 
J; 0 

P; > Ae Pri = O oa 
o o0 Jis 


onde Jij, ..., Jis, são matrizes de J ordan em cujas diagonais figuram apenas o va- 
ils ee i z ArI: l 
lor próprio À; e s; é a dimensão do subespaço próprio de Ài. 
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Observamos que, se 


P; 0 
0 P 
P= á 
o o0 P, 
então P é inversível e 
Pr! 0 
-i 
E PE 
o o Pr! 
Portanto 
Pi ° A; ‘Pr! 0 
0 P A Pz! 0 
P- (T): P= --——— 22002 02 OER dE 
0 0 P, © A, < Pr! 
Ja 0 
0 Jn $ 
=R 0 0 Jis, 
A 
Ja O 0 
C) cado 0 
o o0 Jys 


Notemos que, para cada i, 1 < i < r, na diagonal de cada um dos blocos Jis, 
figura sempre o valor próprio ÀA;. Logo pode haver blocos diferentes com o mes- 
mo valor próprio na diagonal. Observemos ainda que, pelo lema 3, para cada 
i(I<i<r)séa dimensão do subespaço próprio de À;. Mas s; é exatamente o 
número de blocos de Jordan onde aparece À; na diagonal, o que conclui a demons- 
tração. 
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Exemplo 


Consideremos o operador do exemplo 3, item 2, que já vimos não ser diago- 
nalizável. Seus valores próprios são 2 e — 3, dim V(2) = 2e dim V(—3) = 1. Então 
há dois blocos de Jordan com termo diagonal 2 e um único com termo diagonal 
—3, na forma canônica de Jordan de T. Assim as possibilidades são, para essa 
forma: 


lo o 0 210 0 
o 2i o 0 faf e 
o o 1-3 i o 0 (2) o 
O 0 10 3 Diogo ASS] 


Procuremos a matriz P inversível, 4x4, tal queP-! -. A -. P = J, onde J 
é uma das matrizes anteriores. Se chamarmos de Pi, P2, Ps, P4 as colunas de P, 
a igualdade AP = PJ equivale, no primeiro caso, ao sistema: 


AP, = P (2, 0, 0, 0} = 2 P} 

AP, = P (0, 2, 0, 0} = 2 P, 

AP; = P (0, 0, -3,0! = (-3) P; 
AP, = P (0, 0, 1, -3t = P, — 3P, 


Para as três primeiras equações desse sistema, o exercício 3 citado fornece uma solução 
linearmente independente: P; = (1, 0, 0, 0}, Pa = (0, 0, 1, 1} e P; = (0, 0, 1, — 4. 
A última equação equivale a (A + 3I4)P4 = P}, onde I4 é a matriz idêntica de or- 
dem 4 e P, é a coluna incógnita. Temos de resolver, portanto, o sistema: 


e è oO O 
ta = O O 
N x 


1 
5 
0 
0 


O O © ùv 
(zal 
| 
EN 


ou 


que é incompatível. Logo devemos descartar a primeira das formas de Jordan 
exibidas. 
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Testemos agora a segunda forma de Jordan. Procedendo analogamente, ob- 
teremos o sistema 


Ap; = 2P; 

AP, = P; + 2P, 
AP; = 2P; 

AP, no — 3P; 


Basta resolver AP, = P; + 2 P, ou (A — 214) P; = P}. Ou seja: 


0 1 0 x 1 
0 0 0 y 0 
0 0 -=i Zz| do 
O 0 4 —4 t 0 
que equivale a 

y=1 

-z+t=0 

42 —4t = 0 


cuja solução é dada por (x, 1, z, z). Uma solução particular simples deste último 
sistema é (0, 1, 0, 0). Assim a matriz 


1 0 0 
O 1 0 
P = (P; P3 P; P4) = TEE 
0 0 1 —4 
é tal que 
2 1 0 0 
02 0 0 
PL. A. P= 
0 0 2 0 
0 0 0 —3 


(Deixamos os cálculos a cargo do leitor.) Dessa forma ficou eliminada a ambigüi- 
dade inicial e esta última matriz é a forma canônica de Jordan do operador dado. 
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Nota — Toda matriz real n xn é matriz de um operador linear T : Œ > C", 
onde C” é considerado espaço vetorial sobre C. Assim, se uma matriz real nxn 
tem todos os seus valores próprios em R, então ela admite uma forma de Jordan 
que é a forma de Jordan do operador linear de C” representado por essa matriz, 
por exemplo em relação à base canônica. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Ache todas as possíveis formas canônicas de Jordan de um operador linear T cujo polinômio 
característico é P(t) = (t + 1} - (t - 2). 


2. Ache a forma canônica de Jordan das seguintes matrizes 


2 1 0 1 


21 0 
1 3 -l1 3 
a) VR -Si b) 
0 1 2 1 
0 1 2 
I =j =i aj 
1 O -1 1 0 
sy bocagii 
gl -2 -~ 0 11 
23 Ed 3 A a 
=g = ETs A 


. Seja J uma matriz de Jordan cujos termos da diagonal são iguais a À. 
a) Ache py(t). 
b) Ache a dimensão de V(A).. 


w 


4. Prove que uma matriz complexa A é nilpotente (A” = 0, para algum n > 1) se, e somente 
se, a forma canônica de Jordan dessa matriz também é nilpotente. 


5. Seja A uma forma canônica de Jordan com r blocos de Jordan. Mostre que A admite exata- 
mente r vetores próprios linearmente independentes. 


6. A inversa de uma matriz de Jordan, caso exista, também é matriz de Jordan? Justifique. 


| 


. Mostre que a inversa de uma matriz de Jordan inversível é triangular superior. 


8. Seja A uma matriz complexa cujos autovalores são números reais. Mostre que A é semelhante 
a uma matriz real. 


9. Ache a forma canônica de Jordan do operador diferencial (derivada) D : PC) —» Py(C). 


10. Use a forma canônica de Jordan para provar que o determinante de T é o produto, levando 
em conta as multiplicidades, dos valores próprios de T. 
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CAPÍTULO 2 


Curvas e Superfícies de Segundo Grau 


1. AS CURVAS DE SEGUNDO GRAU 
e Lembremos as seguintes equações da Geometria Analítica: 
2 x2 y2 


E S deu ÃO = a 
+ Dr v2 l; y 2px. 


É sabido que, para valores convenientes dos parâmetros a, b e p, elas representam 
respectivamente as seguintes secções cônicas: elipse (ou circunferência, se a = b), 
hipérbole e parábola. No aspecto algébrico todas têm em comum o fato de que os 
primeiros membros são formas quadráticas no R2. Mas é bom lembrar, ainda, que 
para chegar a essas equações, na forma em que as exibimos (canônica), sem dúvida 
bastante simples, é preciso trabalhar com sistemas de eixos ortogonais numa posi- 
ção bastante favorável em relação às curvas. 

Levando em conta tudo isso, é bastante razoável investigar a equação geral 
do segundo grau em duas variáveis 


f(x, y) = ajıx? + 2ajxy + any? + 2aıx + 2ay + a = 0 (1) 
e procurar saber se todas representam secções cônicas ou não. A resposta, salvo 
os casos degenerados (conjunto vazio, um ponto ou um par de retas), é afirmativa, 


como veremos. E uma classificação se faz possível a partir dos coeficientes da 
equação. 


e Notemos primeiro que, considerando as matrizes 


f(x, y) = 0 pode ser escrita 


fz, y =X-A-X+ UAga)X+a=0 (2 
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Mas, sendo A simétrica, existe uma matriz ortogonal P tal que 


M O 
P.A.:P= 
de M 


onde À; e À, são os valores próprios de A. Assim, considerando a mudança de ba- 
se determinada por P, cuja equação é X = P - Y, onde 


a œ) 
X1 
é a matriz das coordenadas de um vetor genérico do R? em relação à nova base, 
a equação (2) fica: 
YL.(PP.AcP-.Y+ Maas) PeY+a 


( ) fe 0 Xi 
X . . 
1Y1 o » A + 2a; a): P- Y+a 


AX? + Ay + 2bx+2by +a =0 (3) 


f(x, yı) 


Il 


onde os novos coeficientes b; e b; são expressões em função de a;, a, e dos termos 
de P. 

Pode-se provar que a mudança da base determinada por P corresponde geo- 
metricamente a uma rotação — o que não será feito aqui por uma questão de bre- 
vidade. 

Estudaremos a equação (3) considerando três casos: AjÃho > 0, MA, < 0e 
AÃ> = 0. Nos dois primeiros essa equação pode ser colocada, por completamen- 
to de quadrados, do seguinte modo: 


b 2 b 2 
A + Pico —2. = 
1 (x Ki ) + Aa (s + A ) + b 0 


onde 
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a transforma em 
2 2 be 
AX + Aoy3 + b=0 (4) 
que, formalmente, já é bem parecida com as formas canônicas de nossos dois exem- 
plos iniciais. 
Em suma, por meio de uma rotação seguida de uma translação, a equação 
(1) se transforma em (4), que lhe é equivalente. 


D Ah >0 


Se b = 0, é evidente que só o ponto x = 0, y2 = O satisfaz (4). 
Seb = 0 eb e à têm mesmo sinal, digamos À,, À, b > 0, considerando que 


Axi + ayi = -b 
onde o primeiro membro é > 0 e o segundo < 0, é claro que (4) representa o vazio 


neste caso. 
Seb x 0 e os sinais de b e À; são contrários, colocando (4) na forma 


2 2 
X2 + y2 Si 
(>) (+) 
A A2 
vemos que se trata de uma elipse 
(ii) AA < 0 


Se b = 0, supondo por exemplo à; > 0 e À < 0, o primeiro membro de 
(4) pode ser se fatorado como diferença de dois quadrados, assim: 


(Visa + V=) + Vix — V-M) = 0 


que é a equação de um par de retas. 
Seb = 0, então (4) representa uma hipérbole. De fato, supondo por exemplo 
b < 0, ^à > 0e < 0, essa equação pode ser escrita do seguinte modo 
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Suponhamos À, = 0 e À, x O (mostre que não se pode ter À = À, = 0). 
A equação (3) fica então 


Ay? + 2bıx; + 2b,y; + à = 0 


Se b; = 0, por completamento de quadrados obtemos 


chegamos a 
My2 + 2byxo = 0 (5) 


que, por serem À, e b; não nulos, obviamente representa uma parábola. 
No caso b; = 0 a equação (3) se reduz a 


Ay? + 2b2y2 +a=0 


que, por completamento de quadrados, pode ser expressa por 


2 2 
mty rao 
Az 


A translação dada por 
X2 = Xj; y= 1 tae 


a reduz finalmente a 


onde 


É claro que My2 + b = 0 é o vazio se Ab > 0. Se àb < 0, como 


então (6) representa duas retas paralelas. E se b = 0, (6) se reduz a y = 0, que 
é a equação de um par de retas coincidentes. 


e Não há dúvida de que o procedimento anterior não é muito prático. Vere- 
mos agora uma maneira mais simples de encaminhar a resolução do problema. 
Voltando à equação (1) e à matriz A, observemos que seu polinômio caracte- 
rístico é 
ag —t a12 


2 
Pat) = = ť? — (a + apt + (ajaz — at) 
a12 an — t 


Se fizermos aj; + a», = se detA = aja», — aĵ, = 8, então P4 (t) = t? — st + 6. 
Ora, como matrizes semelhantes têm mesmo polinômio çaracterístico, então a ro- 
tação que transforma (1) em (3) não altera s e 6. Mais precisamente: s = Ay + àz 
e ô = Ao. Além disso, se numa equação qualquer do segundo grau em duas va- 
riáveis x e y fizermos uma translação x, = x + key; = y + ke calcularmos, 
na nova equação em xy € yı, Os valores correspondentes de s e 6, obteremos os mes- 
mos resultados que na primeira. A verificação desse fato não oferece nenhum em- 
baraço. É por isso que se diz que s e 8 são invariantes de uma equação do segundo 
grau em x € y. 

Mas há um outro invariante associado a essa equação e que interessa ao nos- 
so estudo. É o determinante de terceira ordem 


a as a 


Para não alongar muito o assunto com cálculos, deixamos de verificar esse fato. 

Voltando à classificação, lembremos que nos casos (i) e (ii) estudados, a equa- 
ção (1) se transforma, mediante uma rotação, seguida de uma translação, em 
AS + Ay? + b = 0. Considerando a invariância de s e 6, podemos garantir que 
ô = Ada e 
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Logo, a equação (4), referente a estes casos, fica: 


MZ + MY + e =0 0 


Com esses novos dados, os casos estudados passam a ser: 


(i) > 0 
Se A = 0, (7) traduz apenas um ponto. 


Como b = A eô > 0, então be A têm o mesmo sinal. Além disso, sendo 


8 = Mo > 0, os sinais de À; e À são iguais, do que resulta que s = A + À» 
tem mesmo sinal que À,. Logo, dizer que b e À, têm mesmo sinal equivale a dizer 
que A e s têm mesmo sinal. Consegiientemente, b e À, têm sinais contrários se, e 
somente se, A e s têm sinais contrários. Logo: 

sA > 0 implica que f(x, y) = O representa o vazio; 

sA < O implica que (1) é a equação de uma elipse (ou circunferência). 


(1) 8 < 0 
De £ = b segue que A = 0 se, e somente se, b = 0. 
Logo, se b = 0, isto é, se A = 0, f(x, y) = O representa um par de retas 


concorrentes. 
Seb x O, isto é, se A # 0, a curva é uma hipérbole. 


Gii) 8 = 0 l 
O caso de uma parábola (A, = 0, b; = 0) é dado por Aoy3 + 2byx, = 0. 
Logo 


0 b 
A = 0 Az 0 Eon bid 
b 0 


Como então: A # 0 & ù bı # 0, podemos concluir que quando 
ô=0€4 #0 
a equação (1) representa uma parábola. 


É fácil concluir que o caso restante (duas retas paralelas ou duas retas coinci- 
dentes) corresponde a ô = A = 0. 
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O quadro abaixo resume o estudo feito. 


ER | sA < O: elipse 
Es s A > 0: vazio 
A =0 IE Um ponto 
5<0 | AO Hipérbole 
A =0 Duas retas concorrentes 
A O Parábola 
ô=0 Duas retas paralelas 
A=0 ou 
Duas retas coincidentes 


Exemplo 1 
Classificar a curva dada por 
x2 + xy +y 2x +4y+1l=0 


e dar sua equação canônica. 


Como 
1 l1 -l 
1 1 
ô = =0 e A= 1 1 2 = —9 
1 1 
-1 2 


trata-se de uma parábola. 
A equação característica da matriz 


TE 


= (1 — t — 1 = t(t- 2) 
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c portanto À = 0 e À, = 2. Os vetores próprios linearmente independentes asso- 


ciados a À, e À, se obtêm resolvendo. 


Tor a o a 


Por exemplo os vetores (1, — 1) e (1, 1). Ortonormalizando esses vetores obtém-se 


a matriz ortogonal P: 


N2 2 

a 2 “a 
E ade ND, 
y ova 


Assim os coeficientes b; e b) da equação (3) se obtêm calculando 


y2 y2 
2 
M-12 = (-3V2, VŽ 
R A , 
2 2 
_ -3⁄2 z Ee : ; . 
Logo, b; = 3 e a equação canônica da parábola é (conforme (5): 
2y3 — 3/2 x = 0 
ou 
2 3 
y2 = >v2 X2 
2 
Exemplo 2 


Mesmo exercício, relativamente à curva 


3x? + 4xy — 4x — 6y +2 =0 


Neste caso 
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3 2 
` e portanto a curva é uma hipérbole. Os valores próprios de A = G o) são 


A = 4e, = —1. A matriz P de rotação neste caso é 
25 E 
5 5 
P Es 
v5 -2V5 
5 5 
Neste caso bj = -75 eb; = E Daí b = a e a equação canônica da 


hipérbole é 


E. 
dE 
4 16 


2. AS SUPERFÍCIES DE SEGUNDO GRAU 
Consideremos agora a equação geral do segundo grau nas variáveis x, y e Z: 


f(x, y, Z) = ax? + ay” + azz? + 2ajxy + Zagyxz + Zamyz + 
+ 2ax + 2ay + 2azz + a = 0 (1º) 


Semelhantemente ao que foi feito no item anterior, se considerarmos as matrizes 


dj &2 a3 X 
A= | am an az e X=[.y 
dj az a33 Z 


podemos escrever 
f(x, y, z7 = X-A- X+ Xaaa) X+a=0 


Sendo A simétrica, pode-se determinar uma matriz ortogonal P tal que 
PL. A -P = D, onde D é a matriz diagonal dos valores próprios A, A2, À de 
A. Considerando a mudança de base que se traduz, em termos de coordenadas, por 


X Xi 
y J=Pl y 
Z Zi 


obtemos 

fx, Yis Z1) = Ax? + yi + àz? + 2bx + 2by, + 2bzz +a =0 (2) 
Consideremos os seguintes casos quanto à existência de valores próprios nulos: 
(1) AÃoAs = O 


Esta hipótese permite considerar a translação definida por 


went genro 
2 1 k ZM o 2 1 xs 
que transforma (2º) em 
Ax + Ay) + Ag = —b (3) 


onde o segundo membro pode sempre ser considerado maior que ou igual a zero. 
(a) b = 0 e todos os A; têm mesmo sinal: um ponto 
(b) b = 0 e, por exemplo, ài, À > 0e À; < 0. A equação (3') pode ser re- 
duzida a 


2 y 

x 2 

22 p 32 BS 0 
r? $? t? 


Como para cada secção paralela ao plano xyz (fazendo z, constante) o resultado 
é um ponto ou uma circunferência (quando z) = 0)* e, para cada secção paralela 
ao plano XZ, ou y2z2, O resultado é um par de retas (y = 0 ou x, = 0) ou uma 
hipérbole, então trata-se de um cone 


er Vo 


* Ou elipse. 
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()b< 0€e A; Às À > 0. A equação (3°) pode ser reescrita 


2 2 2 
X2 4+ y2 Z2 1 
2 A 
r s t 
e portanto representa um elipsóide (uma superfície esférica ser = s = t). 
A 22 Rá 
Y2 


(d) b < 0; A1; À > Oe, <0. A equação (3') pode ser transformada, en- 


tão, em 


2 2 2 
X2 y2 22 

2 ii 2 Dry E 1 
r S t 


e portanto representa um hiperbolóide de uma folha 


(e)b < 0; à; > 0; àz, À < 0. Então (3°) pode ser expressa assim 


2 2 2 
X2 y2 72 | 


r? s2 t 


294 


que é a equação de um hiperbolóide de duas folhas. 


(Db < 0; A, À Às < 0: conjunto vazio. 
Gi) A, Ap =0ecA; =0 


Exemplo — f(x, y, D=x+y2-2x-2y-4+3=0 
Completando quadrados em x e em y obtemos 


f(x, y,2) = (x — 12 + (y — 12 -47+ 1 =0 


Fazendo a translação: x — 1 = x; y — 1 = yjz- — = Z; chegamos a 


fx, Yo Z1) = xf + yf - 427 =0 
que é a equação de um parabolóide elíptico (circular) 


Z2 


= y 


X2 


GDA = 04 = M} = 0 


Exemplo — f(x, y, z) = 2x? — 8x —- 4y- 2z +2=0 
Completando quadrados em x chegamos a 


f(x, y, z) = 2x - 2} — 4y - 2z- 6=0 


Por meio da translação: x = x — 2, y = yY, 4 =Z 


obtemos finalmente 


f&p Yo z) = 2i - 4-2 -6=0 


Observemos o seguinte: para cada valor de z; fixado a equação é a de uma 


parábola num plano paralelo a x,y,; como 


, E E EA 
l 2 2 2 


os vértices dessas parábolas são os pontos 


(o, aa z) = e(o, são 1) + (o, Es o) 
Ea Rae 2 


que, portanto, estão alinhados. Então, a figura correspondente à equação dada é 


um cilindro parabólico cujo esboço da figura está a seguir. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


. Identifique as seguintes curvas de segundo grau: 


a) 2xy + 3x —- y+1=0 

b) 4x? — 24xy + 11y? + 56x — 58y + 95 = 0 
c) 6x? — 4xy + 9y? — 4x —- 32y - 6 = 0 

d) 16x? — 24xy + 9y? — 19x — 17y + 11=0 
e) 4x? — 20xy + 25y? + 4x — 10y + 1 =0 
Ax +y +xy-x+1=0 


. Ache as equações canônicas de: 


a) x? + 4xy — 2% = 6 
b) 3x? + 2xy + 3y? = 1 
c) x? + y? -2y +x=1 


. Identifique as seguintes superficies de segundo grau: 


a) 11x? + 10y? + 6z? — 12xy — 8yz + 4xz — 12 = 0 
bx + y? + 2z? + 2xy — 4xz+1=0 
c) 9x? + 12y? + 9z? — 6xy — 6yz = 1 


2 


d) x? + y? + z2 + 2xz= 1 


e)x? + 2y? - 272 + 2xz+x=0 


. Discutir, em termos dos valores de À, as cônicas de equação: 


ajax? — 2xy + ày? — 2x + 2y +3=0 
b) x? — 2xy + Ay? + 2x =4 


. Discutir, em termos dos possíveis valores de À, as superfícies de segundo grau: 


a) x? + ày? + z — 2xy = 2 
bx? — ày? — 224722 — 2y = 0 
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CAPÍTULO 3 
Polinômios de Lagrange 


1. VALORES NUMÉRICOS 


Conforme vimos no Capítulo 2, o conjunto P(IR) dos polinômios reais: 
f(t) = ao + at +... + ant” (ao,a,...,an E R, n > 0) 


constitui um espaço vetorial sobre IR que não é finitamente gerado. Nesse espaço 
vetorial, o conjunto de polinômios {1, t, ..., t?,...) é infinito e linearmente 
independente no seguinte sentido: todo subconjunto finito dele é L.I. (definição 1 
do capítulo IH). No entanto, conforme também já vimos, o conjunto P, (IR) dos 
polinômios de grau menor ou igual a n, mais o polinômio nulo (n sendo um 
número natural fixado), é um espaço vetorial sobre IR de dimensão n + 1. 


Definição 1 — Seja tọ um número real fixado e f(t) um polinômio. Se 
substituirmos a variável t pelo número to, obtemos f(to), um número real, que 
se chama valor numérico do polinômio f(t) no ponto to. A aplicação que associa 
ao polinômio f(t) o número f(to) é uma transformação linear de P(IR) em IR, ou 
seja, uma forma linear em P(IR) pois 


(E + g)(to) = f(to) + glto) e (Ato) = Afto) 


para quaisquer polinômio f(t) e g(t) e qualquer número real À. Essa transformação 
linear tem como núcleo o conjunto dos polinômios f(t) tais que f(to) = O, ou seja, 
os polinômios divisíveis por t — to. 


A importância dessa aplicação linear resulta do teorema a seguir. 


Teorema 1 — Seja f(t) um polinômio de grau < r e suponhamos conhecidos 
r + 1 valores numéricos f(to), f(ti), ..., f(tr) sendo ti + tj se i +j. Então f(t) 
está perfeitamente determinado (isto é, seus coeficientes estão determinados). 


Demonstração — Seja f(t) = ao + at +... + art” onde os coeficientes 
devem ser determinados. Então, por hipótese 
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f(to) = ão + ato E arto 
f(t,) = do + aiti +... + arti 
ft) = ao taty +... + artt 
Obtivemos assim um sistema linear nas incógnitas: 
do, dj, ..., dr 


que é compatível determinado pois a matriz dos coeficientes é: 


F to E sa te 
E Loti t to 
l te t ti 


e seu determinante é diferente de zero, valendo: 


det (A) = i (ti — tj). m 
i<j 


Exemplo — Determine o polinômio de grau < 2 cujos valores numéricos 
conhecidos são f(0) = 1, £(1) = 2 e f(2) = 3. 


Seja f(t) = ao + aıt + a,t?; logo 
1 = f(0) = ao 
2 = f(1) = ap +a; +a 
3 = f(2) = ao + 2a, + 4a, 
e daí aọ = 1, a = 1,4 =0 e f(t)=1+t. 


2. POLINÔMIOS DE LAGRANGE 


Conforme já vimos na primeira parte do livro a base canônica de P, (IR) é 
(1, t, t?). Por outro lado acabamos de mostrar que se os valores f(0), f(1) e 
f(2) de um polinômio f(t) de P, (R) forem conhecidos, poderemos achar esse 
polinômio, através do sistema linear: 


f(0) = ao 
f(1) = ão + di + a 
f(2) = do + 2a; + 4a, 
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Mas, nas vezes em que houver necessidade de repetir seguidamente o cálculo de 
coeficientes, o procedimento acima se torna muito demorado. Vamos, a seguir, 
construir uma nova base de P, (IR) que facilita muito esses cálculos. 


Consideremos três polinômios L4 (t), Lz (t) e Ls (t) que tenham os seguintes 
valores numéricos: 


L;(0) = 1 L(1) = 0 L;(2) = 0 
Lo (0) = 0 L(1)=1 L(2)=0 
Ls(0) = 0 La(1) = 0 L(Q2)=1 


O método explicado no parágrafo 1 nos levará ao seguinte resultado (omitiremos 
os cálculos): 


L= + — Dá - 2) = Je -2t +1 
L(t) = -t(t —- 2) = =° + 2t 
La(t) = Ft -1)= + -5t 


O conjunto {L1 (t), La (t), La(t)} é uma base de P, (R) o que é fácil verificar e 
deixamos como exercício. Se f(t) é um polinômio de grau < 2, então f(t) é combi- 
nação linear de L, (t), Lo (t) e La(t): 
f) = alı (t) + bla (t) + cLa(t). 

Agora, quanto valem os coeficientes a, b e c? Fazendo sucessivamente t = 0, 
t= l et = 2 obtemos: 

f(0) = aL, (0) + bL; (0) + cL; (0) = a 

f(1) = aL, (1) + bL, (1) + cL;(1)= b 

f(2) = aL, (2) + bL, (2) + cLa(2) = c 
e portanto f(t) = f(O)L (t) + f(DL; (t) + f(2)Ls(t), isto é, f(t) é combinação 


linear de Ly(t), Lo (t) e Ls(t) com coeficientes iguais aos valores numéricos f (0), 
f(1) e f2). 


Exemplo — Determinar f(t) sabendo que f (0) = 2, f (1) = 4 e f (2) = —6. 


Solução 

o=2(le 32441) +4cer+m-s|le- Lt) = 

o an: pda 
=-62 +8t +2. 
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É óbvio então que a base {L; (t), La (t), La(t)) de P (IR) é muito mais 
interessante do que a base canônica quando queremos determinar um polinômio 
a partir dos seus valores numéricos. 


Os polinômios L(t), Lz (t) e Ls(t) das considerações acima são chamados 
polinômios de interpolação de Lagrange determinados por 0, 1 e 2. 


Nota: Se tomarmos outros três pontos, em vez de O, 1 e 2, obteremos outros 
polinômios de Lagrange. Por exemplo, para os pontos —1, 0 e 1 os polinômios de 
Lagrange são: 

L()=It sler (D)=-t+1eL g=Le tdi 

2 Dipo a 2 Ras 

Aplicação 

Uma aplicação interessante das fórmulas desenvolvidas aqui é a seguinte. 
Suponhamos dado um polinômio f (t) de grau < 2 e que desejamos calcular a área 
compreendida entre o gráfico desse polinômio e o eixo x, entre os pontos 0 e 2. 


Como sabemos essa área é dada por: A = R f(t)dt. Mas 
f(t) = f(O)L, (t) + £(1)L2 (t) + f (2)L3(t). Logo: 


2 


A= fo Edt = f0) [o Li(Dat + (1) Lo (Dat +O K Ldt = 


= 10) ke-i rdi to -5e kroli- 4]: = 
œ| -3 +2] +10) |[-5 +4] TORE É 


1 4 1 1 
5 HO) +50) + 5102) = 5 EO) +40) +O). 


A área pode então ser obtida diretamente através dos valores numéricos de 
f(t) para t = 0, t = 1 e t = 2. Por exemplo, se f(t) = t? + 1, teremos: 


-4 — Já 
A=F(1+8+5)=5. 


Observação y=x?+1 


A fórmula anterior é a base para o 
método de Simpson do Cálculo Numé- 
rico, 
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Depois de termos introduzidos os três polinômios de Lagrange correspon- 
dentes a três valores da variável t, vamos generalizar os resultados obtidos para o 
caso de n polinômios e n valores. 


Sejam to, t1, ...» tn, n + 1 números reais, dois a dois distintos. Conforme o 
teorema 1 existem polinômios Lo(t), Lı (t), ..., Ln(T) de grau < n e tais que: 


Lo(to) = 1 Lo(t)=0 ... Lo(tn)=0 
Li(t)=0  Lit)=1i ... Li(tn)=0 
- Ln(to) = 0 Lat) =0 ..  Inty)= 


ou, resumidamente, L;(t;) = ĉij, onde 0;; = 1 sei =jeôgy=-0Osc ij. 


Teorema 2 — Os polinômios Lo(t), Li(t), . .., Ln(t) formam uma base de 
Pn(IR). 


Demonstração — Como são n + 1 polinômios e dim P, (R) = n + 1, basta 
provar que eles formam um conjunto L.I. De fato, supondo 


aoLo(t) + aLi(t)+...+tanln(t)=0 
teremos em tj (j = 0, 1,..., n): 
ao Lo (tj) + aiL (tj) +... + anLn (tj) = 0 
ou seja: 
açõo; + a1ô1j +... + anônj =O 


e daí resta aj = O pois 6; = O parai £j. m 


Definição 2 — Os polinômios Lo(t), L(t), ..., Ln(t) das considerações 


acima (que formam uma base de P, (IR)) são chamados polinômios de Lagrange ` 


correspondente à sequência de pontos: 
(to, tá, -.., tn). 
Vejamos como são esses polinômios. Por exemplo Lo (t) deve ser da forma: 
Lo()=(t-ti)lt-to)...(t—to)b 
onde b é determinado pela condição Lo(to) = 1. O resultado obtido será: 


CB t-țġ G-tt—ta)...(t— tr) 
BO es uso Gato) 


Analogamente teremos: 
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A, t-t 

O= T G=1,...,n) 
j=o ti— tj 
jži 


(Verifique que Li(t;) = ô;j.) 


Agora a seguinte questão: como exprimir um polinômio como combinação 
linear dos polinômios de Lagrange? Seja f(t) = aoLo(t) + aLi (t) +... + anLn(t) 
onde ao, à1, . .., ân São números reais a serem determinados. Mas, fazendo t = tj 
(G=0,1,...,n), 

f (tj) = aoLo(t;) + asLy (tj) +... + anLa(ty) 


ou seja, f (tj) = aj. Assim chegamos à fórmula: 


O = $ ft) Lk. 
k=0 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Determinar os polinômios de Lagrange correspondentes aos valores seguintes: 
a) (to, ty, to) = (0, 1, 2); 
b) (to, ti; to) = (1, 2, 3); 
c) (to. ti, t2) = (4, 5, 6). 


2. Exprimir o polinômio f(t) como combinação linear dos polinômios de Lagrange do exercí- 
cio 1 nos seguintes casos: 


a) f = t?; 
b) f(t) = t? +t + 1; 
o f =1. 


3. Determinar os polinômios de Lagrange correspondentes aos valores (to, tys ta, tas tg) = 
= (0, 1, 2, 3, 4) e exprimir o polinômio f(t) = tê + t3- t2— + + 1 como combinação 
linear deles. Repetir o exercício com f(t) = 3t? — 23 + t?— t +5. 


4. Calcular a área indicada no desenho utili- 
zando os polinômios de Lagrange (veja o exer- 
cício 1 — b). Repetir o exercício, tomando 
o polinômio f(t) = 3t? + t + 1. 
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*5. Sejam Lo(t), L;(t),.. ., Ln(t) os polinômios de Lagrange correspondentes a (to, ty, - - - » tn). 
Provar que Lott) + Li(D +... + Ln(t) = lequet = toLo(t) + tiLy(t) +... + tnLn(D. 


6. Sejam a, b, c, d números reais distintos dois a dois. Provar que existe um polinômio de grau 
< 2tal que: í 
f(—1) = a, £(1) 


se, e somente se, 3a + 6b — c — 8d 


Il 


b, f3) =cef(O =d 
0. 


7. Dado um polinômio f(t) = ag + ait +... + amt” e uma matriz A E€ Mp(R), indica-se 
por f(A) a matriz aoln + 44A + ... + amA™ E Mp(R). Calcular f(A) nos seguintes casos: 


2 4 
a) fMD=t+al; 


1 2 
f =t? +t+2; 
0 


0 0 3 
9ol1i 2 1 fO =3+t-1. 
010 


8. Sejam f(t) = (t — 1)(t — 2) —- 3) e 


O >O © V 
O Oto 
© v o a] 
ooo 


a) Provar que f(A) = 0; 


b) Sejam L(t), Lt) e La(t) os polinômios de Lagrange correspondentes a (1, 2, 3) (ver 
exercício 1) e sejam as matrizes E; = L;(A)(i = 1, 2, 3). Calcular E,, E,e Es; 


c) Provar que E, + E, + Es = la, Ef = Ei = 1, 2, 3) e EjEj = o sei + j; 
d) Mostrar que A = E, + 2E, + 3E5. 


9. Seja (to, t1, ..., tn) uma seqüência de números reais dois a dois distintos e (sọ, 81, . . - , Sn) 
uma segiiência qualquer de números reais. Provar que existe um, e apenas um, polinômio 
f(t), de grau < n, tal que f(t) = si = 0, 1,...,n). 


Sugestão: use os polinômios de Lagrange. 


“10. Achar o polinômio de grau < 3 tal que f(0) = 1, f(1) = Se f(2) = 6, utilizando o exercí- 
cio anterior. 
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CAPÍTULO 4 


Sequências Recorrentes Lineares 


1. SEQUÊNCIAS RECORRENTES 


Seja IR o conjunto dos números reais e N = {0, 1, 2, ...} o conjunto dos 
números naturais. Uma função y: N > IR chama-se segiiência (de números reais) e 
em geral indicaremos, uma sequência por seus valores 


Y= Q0. 20), p)... y0), ...) 


Dadas duas seqüências y: N > R e o: N > R, chama-se soma de ye o a seqüência 
ọ + 0: N > R tal que: 
(y + ojn) = y(n) + o(n), Yn EN. 

Sendo y uma seqüência e AE R, ày é a sequência dada por (Ay)(n) = Ap(n). 
Assim o conjunto IR” de todas as seqüências de números reais está munido de 
uma adição e uma multiplicação por escalares e o leitor poderá verificar sem 
dificuldades que ele é um espaço vetorial sobre IR. No entanto R” não é um 
espaço de dimensão finita, de modo que a ele não se aplicam os resultados obtidos 
nos capítulos II e III da primeira parte do livro. Mas já exploramos profundamente 
os espaços vetoriais IR”, cuja dimensão é n, e vale notar que IR” é isomorfo ao 
sub-espaço de IR” formado pelas segiiências da forma: 


p= (xo, Xi, X2, +...» Xn-1s 0, 0, .. >, 


isto é, aquelas cujos termos são nulos a partir do índice n (inclusive). O isomor- 
fismo é a transformação dada por: 


(Xos X1; as ae RE (Xo; Ms a 0, 0,.. JE Rº 


Portanto o IR” pode ser visto como sub-espaço vetorial de IR” desde que se iden- 
tifique cada (xo, ..., Xn-1) E€ R? com (xo, ..., Xn-1, 0,0, ...) E R”. Neste 
capítulo vamos estudar outros sub-espaços de IR”, também de dimensão finita, e 
importantes do ponto de vista das aplicações. 


Definição 1 — Uma sequência (xo, x1, ..., Xn, -..) chama-se segiiência 
recorrente linear de ordem 2 se existem a, b E R com b £ O tais que xp; = 
= axo + bx,., para todo n > 1. Mais geralmente, se xp = an 4Xn1 +... + 
+ an -pXn-p Verifica-se para todo n > pe an. p #0, a sequência (xo,...,Xn,...) 
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é recorrente linear de ordem p. Os números an-ı, ..., ân-p São os coeficientes 
da relação de recorrência. 


Exemplos 


1) As progressões aritméticas são segiiências recorrentes lineares de ordem 2, 
pois Xn+1 = 2Xn — Xn-ı para todo n > 1. Os coeficientes são a = 2 eb = —1. 


2) As progressões geométricas são recorrentes lineares de ordem 1, pois 
Xn+1 = QXn- 

3) As segiiências de Fibonacci (dadas por Xn+ı = Xn + Xn-1, Yn > 1) são 
recorrentes lineares de ordem 2 com coeficientes a = 1 e b = 1. 


Teorema 1 — Fixando a, b € R, o conjunto de todas as sequências recor- 
rentes lineares de ordem 2 com coeficientes a e b é um sub-espaço vetorial de R”. 


Demonstração — Seja S o conjunto das segiiências recorrentes lineares de 
ordem 2 com coeficientes a e b e consideremos (xo, X1, -. Je (Yo, Y1,-- JemsS 
e a E€ R. Então: 


Xn + Yna = (Xn + bxn-1) + (ayn + bDYn-1) = 
= a(xn + Yn) + b(xn.1 + Yn-1) € 
AXn+1 = G(aXn + bXn-1) = a(axn) + b(axn-1) 


Yn > 1, o que vem provar que S é sub-espaço vetorial de R”. 


Deixamos ao leitor a tarefa de enunciar e provar o teorema 1 para sequências 
de ordem p. m 


Um problema que se apresenta agora é o de calcular uma base de S. Antes 
de resolver o. caso geral, vejamos dois exemplos, um com ordem 2 e outro com 
ordem 1. 


Exemplo 1 — Tomemos o sub-espaço das progressões aritméticas definidas 
por Xnm = 2Xn — Xn-1. Vamos calcular os termos X2, X3, ... em função de 
Xo € x;. Temos 


X = 2x1 — Ko, X3 — 2x3 — Xj = 20x: m Xo) — X1 = 3x1 — 2X; 
X4 = 2X3 — ka = 2 (3x; e 2x0) = (2x1 E Xo) = 4x ga 3x0. 
Por indução teremos a fórmula 


Xn = nX; — (n — 1)xo. 
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A seqüência é, então: 
= (xo; X1, 2X1 — Xo, 3x4 — 2x0, 4x4 — 3x9, ..., 0X — (n — Dxo,.. )= 
= (xo, 0, — Xo, —2Xo, —3X0, ...3 —(n Es Dxo, . .) + (0, Xi; 2X1, 3x1, . 
nx, . ..) = Xo (1, 0, —1, —2, —3,..., —(n — 1), ...) + x1 (0, 1, 2, 3, 
RR A À 


Observemos atentamente os cálculos acima. Em primeiro lugar, xo e x, deter- 
minam univocamente o termo Xp por meio de: 


Xn = nx — (n — Dxo. 


Bastam portanto os dois primeiros termos para determinar toda a segiência. Em 
seguida, usando a igualdade acima foi possível decompor uma sequência (xo, 
X1, ...) como combinação linear, com coeficientes xo e x, das sequências: 


cı = (1,0, —1, —2, —3,...,— @ — 1),...)e 
02=(0,1,2,...,n,...) 
Estas duas sequências são progressões aritméticas (de razão —1 e 1, respectiva- 


mente) e são vetores (= segiiências) linearmente independentes pois nenhuma delas 
é igual à outra multiplicada por um número real. l 


Conclusão: S tem dimensão 2 e (01, 03} é uma base de S. 


Exemplo 2 — Consideremos o conjunto S das sequências: 
0 =(X,X,...,Xn,-..) 


em que Xnw = qXn (q € R, fixo). 


Vamos calcular x, em função de xo. Temos: 
X1 = QXo, X2 = 0X = a(qxo) = q) xo, X3 = qX: = q(q'xo) = 
= xo - . - , Xn = x. 
Se q = 0 a segiência é o = (x9,0,0,...) e neste caso o conjunto S das sequências 
consideradas identifica-se com IR! = R. Seja então q # O. Então: 
o = (Xo, God os -. -, TD Ros . --) = Xo (1, q, duo) 
Conclusão: S tem dimensão 1 e (o;) = {(1, q, q?, . ..)} é uma base de S. 


Voltemos agora ao caso geral onde S é o conjunto das seqüências o = (xo, 
Xi, ..., Xn, -..) eM que Xn+ı = aXn + bXpn-1, isto é, seqüências recorrentes 
lineares de ordem 2. Vamos procurar uma base de S formada de seqüências da 
forma o(n) = q?, com q + O. Sendo q” uma solução, devemos ter q?*! = 
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= aq” + bg"-!, Yn > 1. Logo, dividindo por q?-!, vem: 
q =aq +b 
ou, o que é equivalente, 


q —aq -b = 0. 


Caso 1: a? + 4b >Q. 
Neste caso existem números reais distintos entre si q; € q que verificam a igual- 
dade q? — aq — b = 0. Consideremos as sequências o, (n) = q? e o, (n) = që. 
Sendo b + 0, então qı # 0 eq #0 e como q; e q são distintos entre si as 
sequências o; e 0; são linearmente independentes. Se mostrarmos que toda se- 
quência de S é combinação linear de o, e oz, ficará provado que (0,, 02} é base 
de S e portanto dim S = 2. 


Seja o = (Xo, X1, . . .) E S; procuremos c4, €z E IR de maneira que o = c40; + 
+ 005. Ora, isto equivale a: 
o = c10, (0) + c,0,(0) 
o(1) = c10, (1) + c202 (1) 
ou seja, a 
Xo =C +e 
i = CG + Gqa. 


Daí vem que: 


X gi, pa 
q toh y g= Xua 
qı — %2 qı =~% 
e portanto 
Xı — ; — 
— Xi Xok o + Xoqı — X1 
q — q q ~ Q2 
Exemplo — As seqüências de Fibonacci são aquelas que satisfazem Xn+ = 
= Xn + Xn-; isto é, aquelas em que a = b = 1. Neste caso: 


2 


1+ y5 l1- 5 
a? + 4b= 5, T E L go 
Então: 
1 = y5 1+V5 
Es 2 E ~z Jock 1. y5Y 
Xn = + 
a v5 2 5 2 
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é o n-ésimo termo de uma sequência de Fibonacci. Se tomarmos, por exemplo, 
Xo = 0 e xı = 1 teremos: 


Gauss q-VSP la ie 
a= DS HS a NS ee VS) 


Observe que, embora não pareça, Xn é inteiro, pois: 
o=(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...). 


Caso 2: a? +4b=0 


E ; a ; 
Neste caso a equação q? — aq — b = O admite a raiz real dupla q = 2 Conside- 


remos as sequências: 


n na” 
o0) = q = E e c(n)=nq” = “on 


É fácil verificar que 0, e 0, são vetores (= sequências) linearmente independentes. 
Mostraremos que (01, 02} é uma base de S. Seja o E S; procuremos c;, C3 E R 
tais que 

o = C10, + C202. 


Então para n = 0 e n = 1 devemos ter: 
o(0) = c10,(0) + c20 (0) 
o(1) = c101(1) + ¢202(1) 


ou seja: 
Xo =C € X = q + cq 
ou, ainda: 
Xı — Xq 
CQ =X% e Q= Aa 
Portanto: o = Xọ0, + a o2. 


O exemplo mais importante é o das progressões aritméticas definidas por 
Xn+1 = 2Xn — Xn-1. Neste caso: 


a2 +4b=4-4=0, q=5=1 e 
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di 


o = (1, 1,1,...) e 0 =(0,1,2,...) 
Daí para toda progressão aritmética o = (xo, X1, ...) teremos: 


o = Xo(l, 1,..., 1, ...) + (x1 — Xo)(0, 1, 2, ...). 


Caso 3: a? + 4b < 0. 


Quando isto acontece, existem duas raízes complexas conjugadas da forma 
p(cosy +iseng)e p(cos y — i sen p). As sequências o; (n) = p” cos (ny) e oz (n) = 
= p" sen (ny) pertencem ambas a S, são linearmente independentes e geram S. 
As duas primeiras afirmações ficam a cargo do leitor. Vejamos a terceira. Seja 
o E S e façamos o = c10, + c0,. Então: 


o(n) = cp" cos (ny) + c2 p® sen (ny), Yn > 0. 


Tomando n = 0,1 temos: 
o(0) = € 
o(l) = cp cos o + czp sen y 


e daí se tira que 
o(1) = o(0) p cosy + cp sen y 
Portanto: 


o(1) — o(0) p cos 9 
p sen g 


C2 = 
Então 


o(n) = o(0)p” cos (ny) + ot) = ao COS P gn sen (ny). 


Nota: Os mesmos métodos podem ser usados para estudar as sequências recor- 
rentes lineares de ordem p > 3. Se, por exemplo, tivermos Xn+1 = 2Xn.4 + Xn.2 
podemos procurar soluções da forma o (n) = q”. Levando esta igualdade à relação 
que existe entre os termos da sequência obteremos: 

o as = 2q} + qu 
de onde se tira que: 


q = 2q + 1, ou seja, (q + 1)(q? — q — 1) = 0. 
As raízes dessa equação são —1, E (1+5)e 5a — /5) e as seqüências 
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T 
T 
É 


dd 


ida am 


oi) = (—1)?, o (n) = = 1+V/5Peos(n)= a — 5)? formam uma 


base do espaço vetorial S. A solução geral é 


O = C401 + C202 + C303 € 


on) = ci(-D + ca -i (1+ V5) + es za U- VSF 


é a expressão geral das sequências sujeitas à condição Xn+ı = 2Xn-1 + Xn-a- Para 
determinar as constantes cy, cy € C3 que produzem uma determinada sequência, 
basta lembrar que o sistema linear 


o(0) = c + c + c3 


1 + 5 | — y5 
rert E ap 
2 = 2 

à a E a a e R 


C3 


o(2) = c1 2 3 


determina univocamente c;, C2 € Cs. 


2. APLICAÇÃO 


Um problema de Química cuja resposta está ligada às seqüências recorrentes 
lineares é o seguinte: 


O hidrogênio (H) e o oxigênio (O) reagem segundo a lei: 
2H, + O, — 2H,0 . 
Segundo os químicos essa reação é, em verdade, mais complexa, pois a presença 
dos radicais OH, O e H produz três reações ao mesmo tempo: 
)0 +H—> 0H + H 
(2) OH + H, —— H,0 + H 
(3) H+O——> 0H + 0 


Estas reações se processam segundo o seguinte esquema: 
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n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 
H,0 
oH H3 - H,0 
oH H3 
$ H 
H Hz 
OH 
H 
9 Ho H,0 
OH H3 


H H 
H,0 
H 
H H; 
OH 
o 
x0=1 x =0 x =0 x =1 x =1 
Yo =0 y =1 Y =1 y” =2 y =3 
zo = 0 z =ł m=2 2-2 Z4 4 


(Admite-se que as três reações têm a mesma velocidade, demorando uma unidade 
de tempo para completar-se, e que os reagentes existem sempre em quantidade 
suficiente). No instante t = O, existe apenas o radical O. Calculamos a seguir 
quantos radicais O, H e OH existem nos estágios sucessivos correspondentes aos 
instantes n = 0, 1, 2,... 

Sejam 


Xn = número de radicais O no instante n; 


< 
5 
H 


número de radicais OH no instante n; 


N 
5 
II 


número de radicais H no instante n. 


Então a terceira reação H + 0,———> OH + O diz que xn,, = Zn, pois um ra- 
dical O aparece no instante n + 1 quando existe um radical H no instante n. 
A primeira e a terceira reação dizem que Xn + Zn = Yn+1 € a primeira e segunda 
reação dizem que Zn.) = Xn + Yn. 


Todo o processo é então descrito por: 
Xn+ = Zn 
Xn + Zn = Yna 
Zn+1 = Xn + Yn, Yn EN. 
com a condição inicial x) = 1, Yọ = Zọ = 0. 


312 


Esse sistema linear, onde as incógnitas são seqüências, é resolvido assim: 
Xn+1 = Zn = Xn-1 + Yn-1 =X t Xn-2 t Zn-2 = 
= Xn-1 + Xn-2 + Xn-1 = 2Xn-1 + Xn-2- 
Assim, a sequência que dá o número de radicais O satisfaz a relação: 
Xn+1 = 2Xn.1 + Xn-2 


que já estudamos. Conforme já vimos 
1 1 
Xn = (IP + © PT G + V5)" + c3 an — v5)" 


e, pelas condições iniciais x) = 1, X1 = 0, x, = 1, teremos os valores de c1, C2, C3 
como solução do sistema 
1 = c + c + c3 

1+5 1— y5 
1445, An 

2 2 

(+ v5} (0 - v5% 
fp tg 


0 


—€, + 
1 =c 


Deixamos ao leitor a tarefa de calcular os valores C1, Cz e C3 para obter o 


termo geral da seqüência (Xn), que é o número de radicais O no instante n. Fica 
para o leitor demonstrar que também: 


Yn+1 = 2Yn-1 + Yn-2 € Zna = 2Zn-1 + Zn-2- 


Assim as seqüências (Xn), (Yn) € (Zn) estão no mesmo espaço vetorial de sequências 
recorrentes lineares. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Seja S o sub-espaço de IR” formado pelas segiiências (xo, X1, ...» Xn, -..) tais que 
Xn + i = àXn + bxn- i. Achar uma base de S nos seguintes casos: 
aa=i eb=2; eJa=2 e b=-5; 
ba=-1l e b=2; f)a=6 e b= -9; 
c) a=2 e b=l; ga=0 e b= -i; 
)a=1l e b= —3; h) a=0 e b=1. 
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2. Seja S o subconjunto das seqiiências (X, X,, -<-> Xn,...) E IR” tais que Xn+3 = 
= 6Xn +2 — llxņn +1 + 6x Yn&EN. Provar que S é um subespaço vetorial de IR” e 
achar uma base desse sub-espaço. 


3. Mesma questão, com relação a Xn44 = 5Xn+3 — 5Xn42 — 5Xn+1 + 6Xn, Yn EN. 


4. Observar que: 
n=3=1+1+1=1+2=2+1; 
n=4=1+1+1+1=1+1+2=1+2+1=2+1+1=2+2. 
.O “3” pode ser obtido como soma de “1º e “2” de três maneiras distintas. 
O “4” pode ser obtido como soma de “1” e “2” de cinco maneiras distintas. 


Faça o mesmo com relação a 5, 6 e 7. 


*5, Seja an o número de sequências de “1” e “2” cuja soma dos termos é n. Provar que an + 1 = 
= an + an — 1. Deduzir a expressão de ap. 
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CAPÍTULO D 


Equações e Sistemas de Equações 
Diferenciais Lineares com 
Coeficientes Constantes 


1. OPERADORES DIFERENCIAIS 


Seja R a reta real e seja C” (R) o conjunto de todas as funções reais defini- 
das em R e que admitem derivadas de todas as ordens. Esse conjunto é um espa- 
ço vetorial sobre R pois sendo f(t) e g(t) duas funções que pertencem a C” (R) e 
sendo a um número real, então f(t) + g(t) e a f(t) também pertence a Cº (R) e, 
além disso, os axiomas da definição de espaço vetorial podem ser verificados de 
maneira análoga ao que foi feito para o espaço das funções contínuas. No entanto 
C™ (IR) não é um espaço vetorial de dimensão finita. 


Se f(t) E C” (R) então para todo n > 0, f(t), P(t), ..., fM(t) também per- 
tencem a C” (R) e portanto toda combinação linear açf(t) + af’ (t) + ... a f xt) 
é um elemento de C™ (R). 


Definição 1 — A aplicação que associa a cada f(t) E C” (R) a função 
aft) + a P(t) +... + a f®(t), coma, = 0, 
chama-se operador diferencial de grau n com coeficientes constantes ap, ..., ap. Se 
representarmos por D o operador linear dado por D(f(t)) = f’(t), então o operador 
diferencial definido acima é a,l + aD + aD? +... + aD” (I = operador idên- 
tico) ou apenas a, + aD + ... + a D", como é costume representar. Notemos 
que um operador diferencial é necessariamente linear. 


Exemplos 


1) Consideremos o operador diferencial 2 — 3D. Aplicando esse operador 
a uma função f(t) obtemos a função seguinte: (2 — 3DXf(t)) = 2f(t) — 3D(f(t)) 
= 2(t) — 3f'(t). Se, por exemplo, f(t) = 5e% então 


(2 — 3D)(Se!) = 2(Se%) — 3(15e) = — 35€%t, 
Se f(t) = t — 1, então 
2- 3DXË — 1) = 2 — 2 - 38t) = 2 — 92 — 2. 
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2) Consideremos o operador diferencial D? + w°, onde w € R e a função 
f(t) = sen wt. Então 


(D? + w?)(sen wt) = D? (sen wt) + w? (sen wt) = — w? sen wt + w?senwt = 0. 


Logo sen wt pertence ao núcleo de D? + w?. 
3) A função f(t) = e®t, onde a E R, está no núcleo do operador D-a pois: 


(D — a)(e!!) = D (e*) — aet = act — aet = 0, 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Aplicar o operador diferencial D? +D? +D -1às seguintes funções: 


a) sen t; f) t; 
t 
b) cos t; gB) e; 
o) et, h) Ê +t+l; 
d) sent + cost; DPS tat-l 
e) 5+ et, 


2. Aplicar os operadores lineares abaixo à função sen wt: 


a) D; d) D? + uz; 
b) D?; e) D? + w. 
c) D? + w; 


3. Aplicar à função cos wt os operadores: 


a) D; d) D? + W; 
b) DÊ; e) D? + w?. 
c) D? + Ww; 


4. Provar que toda combinação linear(com coeficientes em IR) das funções sen wt e cos wt 
pertence ao núcleo de D? + w?. 


5. Provar que toda função da forma keĉt, onde k E IR, está no núcleo do operador D — a. 


6. Demonstrar que se uma função f(t) está no núcleo de D — a, então f(t) é dada por 
f(t) = ke2t, onde k é um número real. 


Sugestão: Considere a função f (Det e mostre que ela é constante. 


316 


2. ÁLGEBRA DOS OPERADORES 


Sejam os operadores diferenciais L} = ao +aD+...+anD'eL, = 
= bo + bD +... + bmD™, onde n <m. Conforme já vimos anteriormente o ope- 
rador soma L; + L, é definido por (L, + LCE) = Li €) + Lo (f(t)) e 
daí decorre que: 


Lı + Lz = (ao + bo) + (a, + bi)D +... + (an + by)D" + 
+ banD'! +... + bm D™. 


Portanto a soma de dois operadores diferenciais é um operador diferencial e essa 
soma se calcula de maneira análoga à soma de polinômios. Por exemplo, se L; = 
= 5D? + 3D? -4D+1 e L, = D^ — 3D? + D, então 


Lı + L, = Dt + 2D? + 3D? -3D +1. 


De maneira análoga, se A E IR e L = aọ + aıD +... + anD”, então o pro- 
duto AL do operador L pelo número real À é o operador AL = ħaọ + MaD + 
+... + AanD?. Por exemplo se L = 5D? + 3D? — 4D + 1, então 5L = 25D? + 
+ 15D? — 20D + 5. 


Se Lı = ap +a;D +... + anD” eL, = bo +b,D +... +bmD™ vejamos 
como se obtém L, OL,. Da definição de composta temos para toda função f (t) 
de C” (R): 


LO LEO) = Li Lo (E (BD) = Li (bo flt) + bE +... Hon ™A) = 
= L, (bof(t)) + Lif O) +... + Li bmt MD) = 
= boli (E(t)) + bL COA) ++... + bm E™ (6) = 
= bo(aof(t) + at (t) +... + anf (t) + def (O) + af") + 
+... Haf DO +... H bma MD) +... + agf MM (6) = 
= boaof (t) + (boas + biao)f' (t) + (boaz + bias + byag)f (t) + 
+... + bmanf OM (t) 


e daí reconhecemos facilmente que L, O L, também é um operador diferencial 
que é definido por: 


L, O Ls = boas + (boas + b;ao)D + (boa, + bia; + bao)D? + 
+... + bmamDM*" 
que corresponde ao produto: 


(bo + bıD +... + bmD™)(ao +aD+...+anD") 
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efetuado como se os operadores diferenciais fossem polinômios ordinários. Por 
essa razão neste caso é comum indicar-se por L;L, a composta e dar a ela o nome 
de produto dos operadores L, e L, (é o que faremos a seguir). Observemos que o 
grau de L;L, é a soma dos graus de L, e Lz. 


Exemplo — Sejam L, =D? — 3D + 1 e L, =3Dº — 1. Então: 
LL = (D? — 3D + 1)(3D? —-1)=3D' — D? — 9D? + 3D + 3D? — 1 = 


= 3Dî — 9D? + 2D? + 3D —1 e 
L,Lı = (D? — 3D + 1)(D? — 3D + 1) = D4 — 6D? + 11D? — 6D + 1. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
1. Sejam Lı = 5D? — 4D + 1, Lz = D — 3 e L3 = D? — D?, Calcular: 


a) Ly + Ly + Lg; e) LıL3; 
b) 2L, — Lz + Lg; f) LiLzL3; 
c) Ly — Lo + La; g& LîLz. 
d) Lilo; 
2. Sejam Li = 3D? + 1 e L, = D. Calcular: 
a) LŽ; d) Ly + Lo); 
b) Lê; e) (Ly + L2)”. 
o) Ly; 


3. Qual é o núcleo do operador D? E do operador DN? 


4. Sejam Lı e L} dois operadores diferenciais com coeficientes constantes. É verdade que 
Lil = LL;? 


5. Achar uma função que esteja no núcleo do operador D — 2 e cujo valor para t = O seja 4. 
Fazer o gráfico dessa função. 


6. Achar uma função que esteja no núcleo do operador D?, cujo valor para t = Oseja 3 e tal 
que o valor de sua derivada em t = Oseja 1. Fazer o gráfico dessa função. 


7. Achar todas as funções que estão no núcleo do operador D? e cujo valor para t = 2 seja 5. 
Desenhar em um mesmo gráfico algumas dessas funções. 
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3. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES COM 
COEFICIENTES CONSTANTES 


As equações diferenciais lineares com coeficientes constantes aparecem em 
numerosos problemas de outras ciências, o que as torna bastante importantes. 
Na Física, por exemplo, elas aparecem em Mecânica e Radioatividade. Em Bio- 
logia, no problema de crescimento de populações. O cálculo das soluções de tais 
equações é feito inteiramente dentro da Álgebra Linear. As equações diferenciais 
lineares fazem parte dos problemas que deram origem à Álgebra Linear. 


Definição 2 — Uma equação: do tipo 


LO) = h(t) (1) 


onde L = aọ + aD +... + anD” é um operador diferencial de grau n com 
coeficientes constantes, h (t) é uma função dada em C” (R) e y é a função incóg- 
nita (também em C” (R)), chama-se equação diferencial linear de grau n com 
coeficientes constantes. Explicitamente a equação (1) se apresenta assim: 


aoy ray +ay'+...+tayD=h(. 
Toda função f (t) tal que 
L€) = h(t) 


é verdadeira chama-se solução da equação diferencial. Se, a função h (t) é identi- 
camente nula, a equação (1) assume a forma mais simples 


L(y) = 0. 


Quando isso acontece as soluções da equação são as funções que estão no núcleo 
de L. Por isso é importante saber calcular o núcleo de um operador. Dada a equação 
diferencial L(y) = h(t) a equação L(y) = O chama-se equação diferencial homo- 
gênea associada à equação dada. 


Teorema 1 — Seja L(y) = h (t) uma equação diferencial linear e L(y)=0 a 
equação homogênea associada. Se f(t) é uma solução de L(y) = h(t) e se N é 
o núcleo de L, então: 


fŒ +N = {f6 + g) lgt) EN} 
é o conjunto das soluções de L(y) = h(t). 


Demonstração, — Em primeiro lugar, se g(t) E N, então f (t) + g(t) é uma 
solução de L(y) = h(t) pois: 


LEO +86) = LE()) + L(g(t)) = ht) + 0 = ht). 
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Por outro lado, se k(t) é uma solução qualquer de L(y) = h(t), então 
LGk 6) -f(0)=LGk())-LE(D)=h(t)-h(t)=0 
o que mostra que a função g(t) = k(t) — f(t) está no núcleo N de L e daí 
kOMO=f(0)+eDEf(D+N. m 


Explicação 

O teorema que acabamos de provar nos ensina um fato muito importante. 
Se quisermos achar todas as soluções da equação (1), podemos proceder em três 
etapas: 

1) Procuramos uma solução particular f(t) de (1). 

2) Determinamos o núcleo do operador diferencial L. 


3) Somamos cada função do núcleo de L com a solução particular f (t) que 
encontramos na primeira etapa. 


Admitiremos sem demonstração o seguinte resultado: 


“O núcleo de um operador diferencial L = ao + aD +... + anD”, com 
an & O, é um sub-espaço vetorial de C7” (IR) de dimensão finita igual a n.” A 
demonstração desse resultado está acima do nível deste livro. No próximo pará- 
grafo daremos métodos para resolver equações homogêneas L(y) = O. A resolução 
das equações não homogêneas exige resultados de análise um pouco mais elabo- 
rados, razão pela qual não será vista neste livro. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Escrever as equações diferenciais homogêneas determinadas pelos operadores seguintes: 


a) D; f) 3D? — 2D; 

b) D?; g) D? + aP; 

o) D”; h) D — a; 

d) D + 1; i i) (D - DD + 1). 


e) D? - 3D + 1; 
2. Quais os operadores que definem as equações diferenciais seguintes? 
a) f” = 0; 
b) 3£” + 2f + f= 0; 
o f DL 4f + fI 0; 
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d) f” = f; 
Of! +f=0. 


3. Achar a solução geral das seguintes equações diferenciais: 
a) f'=0; o Qfa tf; 
b) OD = 0; d) f' = af (a € R). 


4. Mostrar que f(t) = t é uma solução de y” + y = f(t). 


5. a) Provar que as funções sen t e cos t são ambas soluções de y” + y = 0. 
b) Provar também que sen t e cos t são linearmente independentes. 
c) Achar a solução geral de y” + y = 0. 
d) Achar todas as soluções da equação y” + y = t. 


6. SejaL = D? — 2D + 2. 


a) Provar que as funções f,(t) = etcos t e fa(t) = etsen t são soluções da equação dife- 
rencial L(y) = 0. 


b) Provar que f, (t) e £,(t) são linearmente independentes. 
c) Qual é a solução geral da equação y” — 2y' + 2y = 0? 


d) Dentre as soluções existe uma, e apenas uma que satisfaz as condições f(0) = 1 e 
f(0) = —1. Ache-a, 


4. EQUAÇÕES HOMOGÊNEAS DE SEGUNDA ORDEM 


Neste parágrafo vamos calcular as soluções da equação diferencial homo- 
a , n 
gênea aoy + ay +azy = 0, onde a, # 0. Comecemos com o seguinte teorema, 
válido para operadores lineares de qualquer grau. 


Teorema 2 — Sejam L, e L, operadores diferenciais com coeficientes cons- 
tantes. O núcleo de L; e o núcleo de L, estão contidos no núcleo de LiL. 


Demonstração — Suponhamos que f(t) está no núcleo de Lı, isto é 
Lı (f(t)) = O. Então: 


Li Lo) FC) =(Lo Lo) EO) = Lo (Li (EC) = Lo (0) = 0. 
De maneira análoga se completa a demonstração. m 


Nota: O teorema 2 pode ser generalizado para um produto Li;L, ... La (n>2) 
de operadores. Deixamos ao leitor a tarefa de enunciálo. 
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Exemplo — Seja a equação diferencial linear e homogênea y"-4y=00u, 
de maneira equivalente, (D? — 4)(y) = 0. Como (D? — 4) = (D — 2)(D + 2), 
então o núcleo de D — 2 e o núcleo de D + 2 estão ambos contidos no núcleo N de 
D? — 4. Ora, o núcleo de D — 2 é constituído pelas funções k,e?! e o núcleo 
de D + 2 pelas funções k,e”?!. Sendo N um sub-espaço vetorial de C” (IR), então 
todas as funções kı e?t + ke?! (kı, k E R) pertencem a N. Como dim N =2 e 
como e?! e e?! são funções linearmente independentes, então essas funções 
formam uma base de N. Assim a solução geral de (D? — 4)(y) = 0 é 


f(t) = k;et + ke"? 


Seja agora a equação diferencial de segundo grau: aọy + ay + azy” = 0, 
ou seja (ao + aD + a)D?)(y) = 0. Podemos supor que a) = 1 pois aọ + a;D + 
+ aD? e T + “D + D? têm exatamente o mesmo núcleo. Consideremos o 
2 2 
polinômio do segundo grau aọ + ax + x? cujas raízes no campo complexo são 
q € «3. Conforme veremos as soluções da equação 


(ao + aD + D?) (y) =0 
dependem da natureza bem como da multiplicidade das raízes do polinômio consi- 
derado acima. Três casos se apresentam: 


Caso l: q e œ, são números reais e « É qq. 


Neste caso as funções eº2! e eº2! são linearmente independentes, [et é base 
do núcleo de D — q, (etaty é base do núcleo de D — q, e portanto formam 
juntas uma base do núcleo de 


(D = a) D = a) = D? = (a, + az) + am = D? + aD + ao. 
Neste caso a solução geral de aoy + ay + y” =0 é 


kje%it + ke“ 


Caso 2: q e q) são números reais iguais. 


Seja œ o valor comum, raiz dupla do polinômio aọ + a + x?, Neste caso 
e“t é ainda uma solução. Uma segunda solução é a função te“! pois: 


ao(tet) + ay (tet) + (te)! = agtet + a; (6% + ate) + 
+ (aet + qet + te) = (a + aja + ao)te! + ea; + 20) = 0. 


Observemos que o zero obtido decorre de que o? + aja + ag = 0, por ser a uma 
raiz do polinômio considerado de início, e a + 2a = O, por ser a uma raiz 
dupla desse mesmo polinômio, devendo portanto anular sua derivada a, + 2x. 
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Sendo e“! e tel soluções e sendo funções linearmente independentes, elas formam 
uma base do núcleo de (ao + a;D + D?) e portanto a solução geral da equação é: 


ke! + kte, ou ainda, (k; + kzt)e*t. 


Caso 3: q e q são números complexos. 

Segue daí que œ; e az são complexos conjugados e portanto se œ; = a + bi, 
paso & = a — bi. Neste caso consideremos as funções f, (t) = e cos bt e f (t) = 

t sen bt. Afirmamos que se trata de soluções de aọ + ay + y” = 0. De fato, 
o a + bi raiz da equação ao +ax+x? =0, temos: O = ap + a; (a + bi) + 
+ (a + bi) = (ao + aja + (a? — b?)) + (ab + 2ab)i. 

Logo ao + aja + a? — b? = 0 e a;b + 2ab = 0. Segue então daí que 

ao (€?t cos bt) + a; (e?t cos bt) + (et cos bt)" = age®t cos bt + 

+ ay (— be% sen bt + aet cos bt) + (—abe?t sen bt — b2e?t cos bt + 

+ a?e®t cos bt — abet sen bt) = (ay + aja + a? — b?)et cos bt — 

— eĉt sen bt (ba; + 2ab) = 0 et cos bt — et sen bt . O = 0. 

De maneira análoga prova-se que e?! sen bt é também uma solução neste 
caso. Deixamos como exercício a demonstração de que f, (t) e f(t) são linear- 


mente independentes. Portanto a solução geral no caso em que as raízes são 
complexas é 


kyeitcosbt + ke sen bt ou ainda e2t(k, cos bt + k sen bt). 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Encontrar a solução geral de cada uma das equações diferenciais: 


a) y” + y' —-2y=0; e) 3y” — 5y' + 2y = 0; 
b) 8y” + 14y' — 15y = 0; f) y” — 2y' = 0; 
c) y” + 4y = 0; g) y” — 2y' + y= 0; 
d) 2y” — 5V3y' + 6y = 0; h) 9y” — 12y' + 4y = 0. 
2. Determinar a solução da equação diferencial que satisfaz as condições indicadas: 
a) y” +2y=0 y(0) =2 y' (0) = 2V3; 
b) 4y" — 12y' + 9y =0 y(0)=1 y (0) = 
co) y” —3y' +2y=0 y0) =3 y'(0) =2, 
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3. Sejam m e n números reais distintos entre si. Provar que não existe nenhuma constante k 
tal que: f 
e™t = ke”t, VtER. 
4. Encontrar uma equação diferencial linear com coeficientes constantes cuja solução geral 
seja: 
a) (kı + kate, 
b) kje?t se 
c) kje?t sen 4t + ke? cos 4t. 


5. Encontrar uma solução da equação (D? — 2D + 26)Xy) = O cujo gráfico passe pelo ponto 
(0, 2) do plano e cuja tangente nesse ponto tenha inclinação igual a 3. 


5. EQUAÇÕES HOMOGÊNEAS DE ORDEM QUALQUER 


Neste parágrafo vamos generalizar os resultados que conseguimos obter no 
parágrafo 4. 


Definição 3 — Dada uma equação diferencial homogênea de grau n 
aoy tray +... + any” +yD=0 
chama-se equação característica dessa equação diferencial a equação algébrica 
ao tax +: + ana 4x =0, 
Suas raízes 01, ..., Gn nO campo complexo são chamadas raízes características 
da equação diferencial dada. Notemos que os números complexos a4,...., Qn não 


são necessariamente distintos dois a dois e que alguns deles (ou todos) podem ser 
reais. 


Exemplos 
1) Se a equação diferencial dada é y" — y” — 4y' + 4y = 0, então sua 
equação característica é x? — x? — 4x + 4 = 0 cujas raízes são 1,2 e —2 e daí: 
xL -xº-4x+4=(x— D(x- 2x + 2). 
2) Dada a equação y"' — 2y" — 4y' + 8y = 0, sua equação característica 
x — 2x? — 4x + 8 = 0 cujas raízes são 2,2 e —2. Logo x? — 2x? — 4x + 8 = 
(x — 2) (x + 2). 


qi OD 
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3) No caso y" + 4y' = Q a equação característica é: x? + 4x = O da qual 
as raízes são 0, 2i e —2i. Logo: 
x? +4x=x(x-— 2i)(x + 21). 


Dada uma equação diferencial aọy + ay +... +an gy? D+ yD=0 
cujas raízes características são Q1, Q), ..., Qn então as suas soluções podem ser 
obtidas da seguinte maneira (acompanhe o caso n = 2 que fizemos no parágrafo 4): 


Caso 1: Todos os números reais q, @2, ..., Gn São reais e distintos dois a 
dois. 


Neste caso: 
ao +taD+...tanaD! + D” = (D — a, )(D — œ) . .. (D — an) 


e como o núcleo de D — a; está contido no núcleo N de ao +a;D +... +D”, 
ces edit aat z z : 

todas as funções e“! et... , ent, estão em N. Como elas são L.I. e dim N = n, 

podemos afirmar que essas funções formam uma base de N. Assim a solução geral 

da equação neste caso é 


keut+...+ kne“nt onde k,,... kn ER. 


Caso 2: Todos os números q, G», ..., Gn São reais mas não são todos 
distintos dois a dois. 


Neste ad se por exemplo q, = q = «3 = a é uma raiz de multiplicidade 3, 
as funções eºt, te e t2e%t são soluções linearmente independentes. 


Exemplos 
1) Resolver y” — 3y” + 3y' -y =0. 


Neste caso a equação característica é x? — 3x? + 3x — 1 = (x — 12 =0 
cujas raízes são todas iguais a 1. A solução geral é k;et + kate! + kat?e! 


2) Resolver y + 6y"! + 5y" — 24y' — 36y = 0. 
A equação característica é 
xt + 6x? + 5x? — 24x — 36 = (x — 2)(x + 2)(x + 3È. 
As raízes características são 2, —2, (simples) e —3(dupla). A solução geral é: 


kie?t + kye-2! + kze™?t + kte®t, 


Caso 3: Alguns (ou possivelmente todos) dos números ay, œz, ... » Qn per- 
tencem a C — R. Suponhamos q, &z, ... , 25-1, Q25 sejam esses números e que 


Qi = 02, à = Q4, ..., Q2s-1 = Gs. Logicamente as raízes aí não alinhadas 
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pertencem a IR. A contribuição de cada raiz real para a solução é uma função 
exponencial; se for dupla contribui também com uma função do tipo tet, Cada 
par de raízes complexas conjugada da forma a t bi contribui com et (k; cos bt + 
+ kz sen bt); se essas raízes conjugadas forem duplas aparecerá mais uma parcela 
da forma te?! (k; cos bt + k, sen bt). Para possíveis raízes de ordem maior (reais 
ou não) é só generalizar o que acabamos de fazer. 

Exemplos 

1) Resolver y” — 2y' + 10y = 0. 

A equação característica é x? — 2x + 10 = O. Suas raízes são 1 + 3i e 
1 — 3i. A solução geral é então: 

y = et (kı cos 3t + k; sen 3t). 

2) Resolver y” + 4y' = 0. 

A equação característica é x? + 4x = O, cujas raízes são 0, 2i e —2i e 
portanto y = k; et + et (k, cos 2t + k; sen 2t) = k; + k; cos 2t + ks sen 2t. 

3) Resolver y + 5y” — 36y = 0. 

A equação característica é: 

xt + 5x? — 36 = x - 4A? +9)=0 

que tem duas raízes simples, 2 e —2, e duas raízes complexas 3i e —3i. A solução 
geral é: 


y = k;et + ke? + k; cos3t + k4 sen 3t. 
4) Resolver (D? — 2D + 57 (y) = 0. 
A equação característica é (x? — 2x +5} = 0 cujas raízes são 1 + 2i (dupla) 
e 1 — 2i (dupla). A solução geral é 
y = ef (k; cos 2t + k; sen 2t) + tet (ks cos 2t + k4 sen 2t). 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Achar a solução geral de cada uma das seguintes equações: 
a) y” + y' — 6y = 0; 
b) (D? + 2D -15)(y) = 0; 
c) (D? + D? — 2D)(y) = 0; 
d) (D? + 2D? — 5D -~ 6)(y) = 0; 
e) (DÎ — 6D? + 12D? — 8D) (y) = 0; 
f) (D? + 6D + 9)(y) = 0; 
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g) (D? — 10D + 25)(y) = 0; 

h) (D? — 4D + 13)(y) = 0; 

i) D? + w?) (y) = 0 (w € R); 

j) D? — D? + 9D — 9)(y) = 0; 
2. Sejam a, b, c, d € R e f uma função. Provar que: 

(D — a)(D — b)(D — 9 (®) = (D — b) (D — a) (D — c) (£). 
3. Provar que a função kye%t + kz edt + kze°t é uma solução da equação 
(D — a)(D — b)(D - œ) (y) = 0, 
substituindo diretamente e efetuando os cálculos. 


6. SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES 
COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Consideremos um sistema de n equações lineares em n incógnitas 


Cx + ajx2(t) +... + OinXnlt) = x(t) 
axit) + axt) + o. + AmXn(t) = x(t) 


AniXi(t) t Qn2X2(t) Eora + AnnXn(t) = xit) 


onde x(t), ..., Xn(t) são funções reais (incógnitas) definidas num intervalo I no qual 

são diferenciáveis e os q; são números reais dados. Essa é a forma normal dos cha- 

mados sistemas de equações diferenciais lineares com coeficientes constantes, n X n. 
Se A = (a;) e X(t) é a matriz coluna 


xi(t) 
xo(t) 
xt) = 


Xn(t) 
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definindo 


x(t) 
xa(t) 
X(D= 
x(t) 
podemos representar o sistema por 
X’) = A - X4) 


Estamos interessados em encontrar soluções do sistema que satisfaçam a uma 
dada condição inicial. Ou seja, encontrar uma matriz 


fit) 
F(t) = 
fa(t) 
onde f(t), ..., fa(t) são funções diferenciáveis em I, de maneira que se verifique 


F'(t) = A - F(t) e, para um certo ponto a € I, F(a) seja uma dada matriz coluna. 

Consideraremos dois casos: 

(a) A matriz A é diagonalizável. 

Quando isto ocorre, é possível encontrar uma matriz inversível P, nxn, tal 
queP-!. A » P = D é diagonal, com termos da diagonal iguais aos valores pró- 
prios de A. 

Seja Q = P~! e consideremos a matriz coluna Y(t) = Q + X(t). É claro en- 
tão que Yº(t) = Q - X*(t) (verifique). A Y(t)=Q-A- X(t). Como porém 
X = Q7! - Y), então Y(t) = (Q - A - QD * Y@® ou Y’) = (P7! - A 
< P)» Y(t)= D - Y(t). Chamando de Ta «.» Àn OS valores próprios de A, a equa- 
ção matricial anterior equivale ao sistema 


yit) = y(t) 
yit) = y(t) 


Il 


Any nít) 


II 


yalt) 
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PR 


li 


o T 


cujas soluções são dadas por (cjeM!, ..., Caent), cy, C2, ..., Cn E R. Logo 


cet 
X =P. YQ =P. : = 


cheat 


= ceMP, +... + coeMmP, 


onde P}, ..., Pa são as colunas de P e portanto vetores próprios, linearmente inde- 
pendentes, da matriz A. Fazendo t = a e impondo que 


ceMP, +... + coeMP, 
seja a matriz coluna dada, obteremos Cj, -.. Ch UNivocamente. 


Exemplo 


Resolver o sistema 


3x1(t) + x(t) = x(t) 
2x2(t) = x(t) 
x(t) + 3x) = HA 


satisfazendo a condição inicial x;(0) = 1, x/(0) = 0 e x3(0) = 
O polinômio característico da matriz A dos coeficientes do sistema é 
3 -t 0 1 


palt) = 0 2-t 0 =0-)VQ-)-Q-?t 


= (2 = XG - t? - 1) = (2 - Y(t - X(t - 4) = (t - 24 — !) 


Os valores próprios são, pois, À, = 2 (multiplicidade 2) e À» = 4 (simples). Os su- 
bespaços próprios são V(2) = ((x, y, —x)|x, z E IR] de dimensão 2, do qual (1, 
0, — 1); (0, 1, 0)} é base e V(4) = {(x, 0, x)|x E R}, de dimensão 1, cuja base mais 
natural é (1, 0, 1). Assim, a matriz A é diagonalizável e, se 


01 
P = oO 1 0 
-1i 0 1 
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então 


ge) 

lj 

> 

V 

II 
o o N 
oOo nN o 
» oo 


Ora, de X(t) = cjetP, + c,e!P, + cye!P, segue que 


x(t) = ce? + get 
x(t) = ce? 
xa(t) = — cet + c3eft 


A fim de que X(0) = (1, 0, 1%}, deveremos ter 


cuja solução é c4 = 0, c2 = 0, c; = 1. Logo, a solução que satisfaz a condição 
inicial dada é 


x(t) = ett 
x(t) = 0 
x(t) = et 


(b) A matriz A não é diagonalizável mas tem todos os seus valores próprios 
em R, caso em que admite uma forma canônica de Jordan sobre R. 

O procedimento inicial é o mesmo do caso (a) e leva ao sistema Y*(t) = J 
< Y(t), onde J = P-!1- A - P é uma matriz de Jordan semelhante a A. Daí 


yilt) = Aiyi(t) + dy; + 1(t) (i = 1, 2, ..., n) 


onde os À; são os valores próprios de A e ô; é zero ou um. A última equação é sem- 
pre ya(t) = AnYn» cuja solução é y,(t) = cyeMt, onde cp é uma constante. A penúl- 
tima equação é y - i(t) = An -1Yn -1(t) + Sn - 1yn(t). Se n — ı = 1, substitui-se 
Yn(t) por cneMt e resolve-se a equação resultante, conforme procedimento do exem- 
plo seguinte. Dessa forma, prosseguindo no raciocínio anterior, obteremos Y(t). 
Depois, a partir de X(t) = P - Y(t), impondo a condição inicial, chegaremos aos 
valores das constantes de integração cy, C2, ...; Cn- 
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pi 


Exemplo 


Resolver o sistema 


xit) = 2x(t) + x(t) 


x(t) = 2x2(t) 
x(t) = x3(t) + x4(t) 
x4(t) = 4x3(t) — 2x4(t) 


Já vimos (exemplo 3, item 2, cap. 1 da segunda parte) que a matriz A dos 
coeficientes do sistema não é diagonalizável. E a forma canônica de Jordan dessa 
matriz de autovalores 2 e —3 é 


2 1 0 0 
0 2 0 
J = 
0 0 2 
0 0 0 -3 
A matriz P que transforma A em J é 
1 0 0 
oO 1 0 
P = 
O 01 1 
O 0 1 —4 


(ver exemplo, cap. 1, item 7). Pela transformação Y(t) = P! » X(t), obtemos 
Y = J - Y(t), que no caso fornece: yit) = 2y(t) + yt); vt) = 2y2(t); 
y3(t) = 2y3(t); y4) = —3y4(t). Daí obtemos: 


yalt) = cet, yalt) = c3e%, y(t) = cze” 


Assim a primeira equação fica: y} (t) = 2yi(t) + cze%. 
Observemos que 


d 


dt Ote”) = (2y) + cee-Z + (—-Dyi(De 2 = cz. Daí 


yibe 2! = ct + cı 
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e portanto y;(t) = ce? + cte. Daí 


1 0 0 cje + cte% cje” + cte” 
0O 1 0 cze?! ce?! 

X = Z 
0 0 1 1 c3e?t cze + cet 
0 0 1 -4 cge Tt cze% — 4cge 3t 


Suponhamos que a condição inicial seja dada por 


l 

X(0) - 

da 

| 

Então 

Ci = 1 
C2 = 
CG + C4 = 1 
€C — 4c4 =f 


cuja solução é (1, 1, 1, 0). Neste caso a solução do sistema é 


X(t) = (et E te, et, ež, ež), 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Resolva o sistema X’(t) = A - X(t), onde 


e X(0) = (0, 1). 


2. Resolva os sistemas X'(t) = A + X(t), nos casos 


1 0 1 1 2 1 
A = o 1 0 e A= 121 
1 0 1 0 1 2 


com a condição inicial X(0) = (0, 1, — 1). 
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. a) Considere os sistemas X’(t) 


3. a) Mostre que a equação da segunda ordem y” + ay’ + b = 0 pode ser convertida no sistema 


y2(t) 
(bit) + (—a)y2(t) 


yt) 
y2(t) 
através das substituições y(t) = yı(t) e y(t) = y2(t). 


b) Aplique a parte anterior para resolver as seguintes equações: (i) y?” + 2y' — 3 = 0; (ii) 
y” — 4y + 2 = 0 üi y? — Sy + 6=0 


. Resolva os sistemas dados matricialmente por X’(t) = A + X(t) nos seguintes casos: 


(a) 
2 1 0 
A = RR | 
0 1 2 


e X(0) = (1,1, —1) 


(b) 
2 1 0 1 
1 3 -1 3 
A= 
0 1 2 1 
1 -1 -1 -1 


e X(0) = (1, 0, 0, ©) 


J - X(t), onde J é uma matriz de Jordan 3x3, com À na 
diagonal. Mostre que 


2 
t 
1 es 
t 3 c 
= AL 
x0=lo0o 1 t o le 
0 1 c3 


é solução do sistema considerado. 
b) Generalize esse resultado para uma matriz de Jordan qualquer n xn. 
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capituLo 6 


Método dos Mínimos Quadrados 


1. O ESPAÇO EUCLIDIANO R": REVISÃO 


Neste capítulo daremos uma aplicação importante do conceito de produto 
interno. Para isso lembramos que no espaço vetorial IR? o produto interno usual 
é a aplicação que a cada par de vetores (u = (x,,...,Xn) Y=(Y1,...,Yn)) 
de IR” X R” associa o número real <u, v> = x1y1 +... + XnYn. Esse número 
real <u, v> chama-se produto escalar dos vetores u e v. Conforme vimos anterior- 


mente-o número real positivo lul = x? +... + xp (estritamente positivo se 
u*(O,...,0)) é a norma do vetor u. Lembremos ainda que se u é um vetor do 
R” ese (g,, ..., £) é uma base ortonormal de um sub-espaço W de IR”, então 
a projeção de u sobre W (indicaremos por projw u) é o vetor dado por: 


Projyu=<u,g>g +... + <U, 85> Bs. 


Essa projeção se caracteriza pelo fato de que u — projw u é um vetor de Wi e 
portanto é ortogonal simultaneamente a gı, ..., £s. No caso em que W = [g], 
fala-se em projeção de u sobre g (em vez de projeção de u sobre W) e escreve-se 
projg u. Sendo (é puma base ortonormal de W temos: 


i = B 8 = a = ai a 
projgu = <u, Ti” Tgl (gr Si >) ET age" 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


l. Sejam u = (1, 2, —1), v = (3, 1, 0) e w = (0, 0, 2) em Rĉ. Calcular: 


a) <u, u>; d) <u, u>; 
b) <u, w>; e) lu + vi?; 
c) <u, V+ w>; f) lu = vI2, 


2. Provar que <u, Av>= <Au, V> = A<u, v>, VAER e Vu, ve RP 


3. Provar que <u, u> = O se, e somente se, u = (0,..., 0). 
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4. Calcular Projg u nos seguintes casos: 
a) u= (1,2,1,4) e g= (4, 0, 0, 1); 
b) u = (1,1,1,1) e g= (2,2, 2, 2); 
co) u= (4, 3,5,2,5) e g= (1, 1, 1, 1, 1). 


5. Seja W o sub-espaço do Rº gerado pelos vetores u; = (1, 2, 0, 1), u = (2, —1, 0, 0) e 
us = (0, 0, 1, 0). Calcular a projeção do vetor u sobre W nos seguintes casos: 
a) u = (3, 1, 2, 2); 
b) u = (1, 2, 1, 1); 
c) u = (0, 0, 0, 1). 


6. Calcular a projeção do vetor (x, y, z) E IR? sobre o sub-espaço gerado por (1, 0, 0) e (0, 1,0). 
Fazer uma figura. 


7. Provar que Projç(u, + u) = projgt; + PrOjgU,.- Fazer a figura. 
8. Provar que projo(Au) = Aprojgu e que Projagu = projgu (A * 0). 


9. Pelos exercícios 7 e 8 a função u > projg u é uma transformação linear de R” em R”. 
Quais são seu núcleo o e sua imagem? 


10. Provar que lprojgull < lul, para todo vetor u. Quanto vale a igualdade? 


2. APROXIMAÇÃO POR PROJEÇÕES 


Suponhamos que um físico disponha de um aparelho para medir experimen- 
talmente o valor de uma constante. Esta constante pode ser uma resistência 
elétrica, o peso específico de uma substância, a potência de um motor, etc. Ao 
efetuar a medida ele encontrará um valor próximo do valor real, pois toda expe- 
riênċia comporta uma imprecisão de medida, Feitas várias experiências, que dão 
em geral vários resultados distintos, é comum a prática de “tirar a média” e chamar 
o resultado assim obtido de valor da constante. Veremos a seguir como a noção 
de produto interno justifica este procedimento. Faremos depois outros métodos 
de aproximação, sempre baseados no produto interno do R”. 


Suponhamos que se deseja determinar o valor de uma constante k, efetuando 
experiências. Comecemos com o caso em que são feitas apenas duas experiências 
que dão os valores k; e k2. Se não houvesse imprecisão nas medidas deveríamos 
ter k; = k, = k, mas isto não ocorre. Qual seria então a melhor aproximação para k, 
obtida a partir de k; e k2? Para isso tomemos o “vetor-experiência” E = (ki, k2)e 
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seja u = (1, 1). Então ku = (k, k). É razoável dizer que a melhor aproximação de k 


é o número real k' tal que k'u seja a projeção do vetor-experiência sobre o vetor u; 
portanto: . 


k = <(ks, k2), a, 1)> e kı + k3 
T Ia, 1)12 


2 


/ 


/ 
[ik k') 
ZON 


Portanto a média aritmética dos valores k; e k, é a melhor aproximação de k 
No caso de efetuarmos n experiências em vez de duas, teremos: 


E = (k;,. 


EDER u=(1,1,...,1)e 
p= SEn. kn) Ms D> kit.. tk 
E Ia,..., D 


n 
Exemplos 


1) Vetor-experiência E = (1,2, 1, 2), k' = Re 


4 2 
2) Vetor-experiência E = (5, 6,5, 7, 6, 4), 


pn 5+t6+5+7+6+4 


Mu 


6 sem: 2 =5,. 


Imaginemos agora uma experiência mais complexa, em que serão medidas 
simultaneamente duas constantes k e 2. As medidas obtidas pela experiência são 
vetores do IR?: 


(ks, Rs), (ka, 22), ...3 (kp, Lp), 
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resultantes de p medições. Queremos achar a partir destes valores a melhor aproxi 
mação para k e para 2. Para isso formamos o vetor-experiência: 


E = (ks, kz, . 


.., kp, 2i, fz, 
Consideramos agora os vetores: 


os 2p) E RP, 


u =(1,1,...,1,0,0,...,0)e 


w =(0,0,...,0,1,1,..., 1) 
também pertencentes ao IR?P, Observe que <u, u> = 0. 


Inspirados no primeiro caso que estudamos, poderemos dizer que as melhores 
aproximações de k e £ são números k' e g’ obtidos da seguinte maneira: projetamos 
o vetor E sobre o sub-espaço gerado por u; e u, e tomamos as coordenadas da 
projeção em relação à base (u,, uz}. Conforme vimos no parágrafo 1, teremos: 


K= <E, u> q = <E, w> 
— <y, 4> 7 <u, W> 
pois u; e w são ortogonais entre si. Segue daí que: 
E = <(ky, ..., Kp, £1, - 


at T 0 eu kF 
IQ, 1,...,1,0,..., OI? 


. + kp 
e, analogamente, que: 


Novamente aparecem as médias aritméticas. 


Exemplo — São feitas 5 medidas das constantes k e £, com os seguintes 
resultados: 


k:7,8,6,6,8 e 2:11,10, 12, 10, 10 
Então E = (7, 8, 6,6,8, 11,10, 12, 10, 10) e as melhores aproximações são: 
_ SE, u> 


j _71+8+6+6+8 + 

kampen 5 na 

Pa E a (4 PS A 
iu l? * 


3 = 10,6 | 
Observação: O vetor (k', 2') E IR? chama-se centróide dos vetores (ki, 21), 
«++» (Kp, 2p). A definição de centróide pode ser dada em geral: se u, 


Up são 
enra dp 
p vetores de um espaço vetorial V sobre IR, o centróide desses vetores é o vetor 
1 
TE fa Up). 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Calcular o centróide dos vetores e representar geometricamente: 
a) u =(1,2)ew = (2, 1); 
b) u, = (1, 1), u = (1, 2), u3 = (4, —1) e u4 = (2, 2); 
c) u = (1, 2, 1), ų =(-1,-2,0) e u3 = (0, 0, —1); 
d) u = (1, 2, 3,4, 5,6) e u = (6, 5, 4, 3, 2, 1). 


2. Seja u o centróide dos vetores uj, Uz2, ..., up do IR”. Calcular nos exemplos do exer- 
cício 1, a soma lu — u1? +... + lu — ug? 


3. Enunciar rigorosamente e provar: um operador linear do IR” preserva os centróides. 


4. Tomemos três vetores no R?, cujas extremidades formem um triângulo. Qual é o ponto 
do triângulo que coincide com a extremidade do centróide dos três vetores? 


3. AJUSTE DE CURVAS 


Um problema bastante fregúente nas ciências experimentais é o seguinte: 
sabe-se que um fenômeno é descrito por uma função linear y = kx, mas o valor de 
k é desconhecido. Para determinar k, atribuímos um valor x, à variável x obtendo 
experimentalmente um valor yı para y. Repete-se a experiência com valores 
X2, - - -, Xp de xe valores y2,...,Yp correspondentes de y. A partir destes dados 
como obter a melhor aproximação de k? 


Para isso tomamos os vetores X = (X4, ..., Xn) e Y = (y,,..., Yn) do 
R”. Se Y fosse proporcional a X, já teríamos o valor de k. Mas isso não ocorre 
devido à imprecisão experimental. Queremos achar k' tal que k'X seja o mais 
próximo possível de Y. Para isso devemos exigir que o vetor Y — k'X tenha norma 
minima, o que ocorre quando Y — k'X é ortogonal a X. Segue daí que a melhor 


aproximação de k’ é aquela dada por 
<kKX — Y,X>=0. 
Dessa igualdade se conclui que k' <X, X> — <Y, X> = 0. Logo: 


E = <Y, X> 
<X, X> 
isto é, 
ro X1 +... + XnYn 
DO RE a RE q). 
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Como 
Ik'X — YP = <K'X — Y, kK'X — Y> = (k'xı -y)P +... +(k'Xn — Yn” 


e esta expressão é mínima quando k' é dado por (1) acima, o método de aproxi- 
mação acima descrito chama-se método dos mínimos quadrados. 


Exemplo — Uma experiência forneceu os seguintes valores: 


(x1, y)=6(, 6)=P — 84 
Y= 57“ 
(x2, y2) = (1,3) = Q 
(x3, Y3) = 6,9) = R 
(x4, y4) = (4,7) =S 
A reta que melhor se adapta a estes 
resultados no sentido dos mínimos qua- + 
drados é a reta y = k'x, onde 


r <B, 1, 5,4), (6,3,9, D> _ 94 


E (3, 1, 5, 4? — 5] 


A reta y = E x é aquela que “passa mais perto” dos pontos P, Q, Re S, no 


sentido de que a soma dos quadrados das distâncias medidas na vertical destes 
pontos a esta reta é o menor possível. 


Suponhamos agora que z seja função linear de duas variáveis x e y com 
coeficientes desconhecidos £ e m, z = Lx + my, e que foram feitas experiências 
(no mínimo duas) dando-se valores a x e a y e medindo o valor correspondente 
de z. Para fixar as idéias suponhamos feitas três medições dadas por: 


Zi = £x, + myi, Z =x, + my2 e za =x + mys. 


Este sistema de equações lineares nas incógnitas £ e m é em geral incompatível. 
Devemos então encontrar valores aproximados g' e m’ que façam a expressão da 
direita aproximar-se o mais possível do valor observado para z. Para isso consi- 
deremos os vetores u = (x1, X2, X3), V = (Y1, Y2, Y3) € W = (Z1, Z2, Z3). Seja Wo 
sub-espaço gerado por u e por v. Devemos escolher 8'e m' de modo que g'u +m'v 
seja a projeção ortogonal de z sobre W. Para isso devemos impor que 


<K'u + m'v — w, u> = <R'u + m'y — w, v> = 0 
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o que nos conduz ao sistema linear 
<u, u> k + <v, u>m' = <w, u> 
<u, v> + <v, v>m' = <w, v> 
Este sistema poderá ser resolvido univocamente se u e v forem linearmente 
independentes pois o seu determinamente vale 
<u, u> <y, v> — <u, v>? = llul? lvl? — <u, v>? 


que é um número real estritamente positivo, devido à desigualdade de Cauchy- 
-Schwarz. 


Exemplo — Seja a função z = kx + my das variáveis x e y com coeficientes 
desconhecidos £ e m. Foram obtidos os seguintes resultados experimentais: 


a) x=1 y= iai z= 3; 
b)x=2 y=-l1 z= 1; 
c)x=4 y= 0 Z= —2. 
Neste caso u = (1, 2, 4) e v = (1, —1, 0) são linearmente independentes em R°. 
Os valores aproximados 2" e m’ são as soluções do sistema 
22.8 — m'=-3 


-L +2m' = 2 
Amo Ea EE 
donde £? = -7 em = 4; - Portanto = 8") 


Um caso particular desse problema é o seguinte: encontrar a equação de 
uma parábola no plano xy, cujo eixo é paralelo ao eixo y e que melhor se ajuste 
aos pontos P = (1,2), Q = (4, 1), R = (—1, 0) e S = (2,3). Neste caso a 
equação da parábola deve ser da forma y = lx + mx?. Como ela deve passar 


- próxima dos pontos P, Q, Re S, & e m devem ser aproximados por valores ę' e 


m' obtidos através do processo descrito acima. Teremos u = (1,4, —1, 2), v= 
= (1, 16, 1, 4) e w = (2, 1, 0, 3). O sistema linear é: 


22% + Nm = 12 
728! + 274m' = 30 


donde: 
2 n 2 12 
jz E a dean É A 
2 7 pa Ja 
E E |72 n 
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Sugerimos ao leitor que represente em um sistema de coordenadas cartesianas os 
pontos P, Q, Re Sea parábola que foi calculada acima. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. 


Determinar a reta em IR? de equação y = kx que melhor se adapte aos pontos P, Q, . . . nos 
seguintes casos: 


a) P = (6, 9), Q = (1, 2); 
b) P = (6, 9), Q = (1, 2) e R = (5, 8); 
c) P = (3,0), Q= 2,1) e R= (1, 2). 


Representar as retas em um sistema de coordenadas cartesianas. 


. Suponhamos z = 2x + my e que foram obtidos experimentalmente os seguintes resultados: 


Sex=1 e y =Q, então z = 2; 
Sex=0 e y= 1, então z = 3; 
Se x= l e y = 1, então z = 2; 
Se x= —1 e y= 1, então z = Q. 


Encontrar a fórmula aproximada para z. 


. Supõe-se que z = 2x + my + nt é uma função linear de três variáveis x, y e t. Os seguintes 


resultados são obtidos experimentalmente: 


x=0, y=0, t= 0>z= |l; 


x=], y=0, t= 1 >z = -l; 
x=2, y=1, t= 0>z= 3; 
x=4, y=0, t= -3 >2z= 4. 


Encontrar a fórmula aproximada para z. 


. Encontrar um polinômio homogêneo do segundo grau cujo gráfico se ajuste bem aos pontos 


P=(1,9,0 =(3,1),R = (4,2)e S = (2,0). 


. Repetir o problema anterior com os pontos P = (5, — 1), Q = (6, 2), R = (4,3)e 


S=(2,-1). 


. Determinar um polinômio homogêneo de quarto grau cujo gráfico se ajuste aos pontos 


2,9, 1,1),0,De (2, D. 
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RESPOSTAS DE ALGUNS 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


13 PARTE 


Obs.: Os números 1.1. 1, c) indicam capítulo 1, § 1, exer- 


cício nº 1, item c. 


1 3 
1.4. L ol(-S-25.2) zER). 
3. Para a = —2 ou a = 1 incompatível; para 
a +Æ lea%# —2, compatível determinado. 
5 4 
5. d ($s -2 -7t :) ter). 
d) {(2z, 3z, 2) | z E R}. 
2 
3 o 0 
1.6. 3 X = 0 £ 0 e 
3 
8 
o 0 3 
il 
-3 0 0 
4 
Y= 0 -7 0 
1 
o 0 E 
242 
6. 12 1j 74B 
121 
x y 2 
9. O x y 
0 0 x 


10 
12. Não. Tome A = 
0 0 


1.8. 3. A é inversívele A` = 


B é inversível. 


C é inversível e 


=20 702 

a 1]-3-3/3 
cls- 
9 7d, 42 


2 2-2 
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-1 
3 
-1 
1 


2.2. 


2.3. 


2.7. 


4. a) 


(2, -2}; 


al(.2.03)) 


2) 


3) 


2) 
3) 


b) 
c) 
d) 


e) 


b) 
c) 
d) 


9. 1) 
2) 


m +2. 
Não. 
Não 


Não. Sugestão: Calcule 1 . (x, y). 
Não. 
-1 -3 


2A+B-3C= |-1 1 
1 4 


X = -3A - 2B + 6C = 2 -2 


Não. 
2t? + 3t? — t ~ 13. 


Não. 


Não pois não se verifica nenhum dos itens da 
definição; c) e d) Não pois não se verifica o 
último item da definição de sub-espaço para 
nenhum dos dois. 


Todos são. 
R=VoVeR=Vowv. 


(02, 1, 0); (0, 0, D). 
(2,1, -D). 


3.1. 


3.6. 


3.8. 


3) (63,0, 1); (—2, 1, 0)}. 
912,1, -2)}. 
5) (2,1,-9;6,0, D;(-2,1, 0). 


12. Sim. 


13. No RÊ considere U = {(x, x) | x € R}, V = 
= {(0, y) |y E R} e W = {(x, 0) | x € R}. 


17. Considere os sub-espaços do exercício 14. 


18. Tome no R?, U = {(x, 0) |x € R} e V = 


= {(0, y) | y € R}. 
2x-t=0 
21. 
y=0 


22. a) ((0, 1, 0)l. 
b) f(O, 1, 0, 0); (0, 0,1, 0)]. 


1. 1) Não. 
2) Sim. 
3) Não. 
4) Sim. 


2. 1) Não. , 
2) Não. 
3) Não. 
4) Sim. 
7. 1) m #0; 
2) m # 5; 
3 n#0 ou mal. 
9. a) Não. 
b) Sim. 
c) Não. 
1.  {(2,1,0, 1); (0,0,1, 0} e dim W= 2. 
2 4 
3. dim(U+W=4 (LogoU+W=R?. 


dim (U n W) = 0. Daí U + W = {(0, 0, 0, 0)} 
e Q é a base de U N W. 


5. Base Dimensão 
U: {(0, 1, 0); (0, 0, 1)} 2 
V: (€1,0,0); (0, 2, 1)} 2 
W: {(, 1, 0); (0, 0, 2)} 2 
Unv: (60,2, D) 1 
V+W=Rê 
U+V+W=R?. 
010 001 000 
6 -100|;|0 00 |Jlo0 01 
0004-10 0 0-1 0 


10. {(1, 1, 1,0); (1,1, 2, 1); (0, 0, 1, 0); (0, 0,0, 1)}. 
MM. a+0, atl ea#-l. 

14. (4,0, D; (1, 1 +i, 1 ~ i)}. 

1. 1) 4,-5e3. 


2) 3, -5e2. 
3 1 
2. 30-35 
4.. -3,1,0€el. 
-1 2 
soe) Op} 
1 0 3 
7. 1) De B paraCé |-1 2 01. 
-1 3 1 
-2 -9 6 
De C para Bé |-1 -4 31. 
1 3-2 
2) —2, 0e 1. 
0—1 0 
8. 2) De B para Cé |1 1 0f. 
001 
1 1 0 
De C para B é -1 0 0 
001 
11 0 d 0 Pe 
6 3 
3) ota ; REPLI ò 
“a "6 3 
4.2. 1. 1) Sim; 
2) Sim; 
3) Sim; 
4) Não. 
2. F(x, y, D)=(2x+5y-22,3x+2y,x+7y+ 
+ 72). 
3. Sobre C não é linear, 
4. a) Sim; 
b) Sim. 


5. Não pois f (2, 3, 4) deveria ser igual a (2, 6, 12). 


8. (D F(2, 4) = (8, 18); 


aD (5 A 5). 


4.5, 1. a) Base do Núcleo: ((1, 0, 1); (-1, 1, 0)); di- 
mensão do Núcleo: 2. Base da Imagem: (1); 
dimensão da Imagem: 1. 


c) Base do Núcleo: Ø; dimensão do Núcleo: 0. 
Base da Imagem: ((1,1,2,0);(-1,1,-1,-1); 
(=1, 1, 1, 0)}; dimensão da Imagem: 3. 


d) Base do Núcleo: (1, t); dimensão do Núcleo: 2. 
Base da Imagem: (t2); dimensão da Imagem: 1. 


e) Base do Núcleo: @; dimensão do Núcleo: 0. 
Im(F) = M2R). 


2. F(x,y, z) = (2x + y, x — y, x + 2y). 


3. F(x, y, z, t) = (y - x, t, 0, 0). 
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4 F(x, y, z) = (0, y, 2) 1 “10. <u v> =7, lul= ve: ivi = 30, d(u, v) = 19. D vi =10, 2-4) ev =, 1, 1. 
6. a) Ker(F) = {(0, 0, 0)}. Logo F é bijetor (inver- D2 1-1 3z% |2 = 2 Pan = nas 3,4,3) i as 
sível). FG, y, z} = (x + 3y + 142, y + 42,2). 3 E 2) v = 718, 15, 16) + 703,6, -9). 
cos(u, ) = —=. 
7. Eae bav perri pe) 1010 6v5 dg mad ' 
inversível e F~! (x, y, z) = (14 (3x — 4y + = 9101 12. Em Na 
4 4. Ep = 2 
o ) 2010 + + 
+ z), =>(2-2x)). 
7 0201 i o |; |) oi Y PEN a V 
10. Flxy,..., XD = En Xi, X2,..., Xp.) É Logo o traço de (F)p é 4 aa Eni za S5 
inversível e Fia, cs Xp) = (X2, X3.. -> 6 -1 3 n 
Xm X1). is ss -12 -5 
+20 -4 ; w À =B 
1 18. (D tut = VT3; aD teor -JZ md popa 
8 Fé, y) =} (13x + y, 86x — 3y). EAD EN 30 * 
5.1. 1. Œ + Hx, y)=(x,x + 2y); 5 ai) 1A1 = V10, do 
Œ 0G), y) = (y, 2x + 2y); iin (2 g 2); ' i vz vI 
(G o F +) (x, y) = (x + 2y, 2x + 29). , 3,” 20. D dlu, V) = VŠ; cos(u, v) = a 21. do Oo cd 
R À 
2 FoG, y, z2 =œ% +3y-z3x+y+z, a) (= -1 3). 1 isa g 
x + 227); (IN) d(A, B) = 2 e cos(A, B) =2 I VI 
Ker(F o G) = {y2 1, 1) ly € R}; 12. F(x, y) = (x, y), F(x, y) = (x, bx), 
Im(G o F) = {x(1, 0, 1) + yG, 1, 1) x,y € F (x, y) = (0, bx + y) e F (x, y) = (0, 0). 2. Se ej + ej, cos(ej, e) = + e cose e) = 1 72 1a) l; 
R}. a » = b) 1; 
4. Se n é ímpar, Fx, y) = (y, x) èe EX, y= g E r o 1; 
= (x, y) se n é par. 14. (G) = 0 3 0 e GK, y, z3) = 6.6. 1. 1)m=1 ou m=6; d -1 
2) (0, x), Yx E R; 
5. Q +F +F?’)G, y) = (22x + 2ly, 35x + 36y) -1 0 -3 Pro 2. a) l; 
não é isomorfismo pois Ker(l + F + F°) = = (x —y,3y, -x — 32). ILO: É 
l = ((x, -x) Ixe R}. e 7 b) -2; 
| ; S.Apend. 1. Fi + F2)(x, y, z) = 3x — 4y + 3z; 3. Ly 10; ) ; Sea = o —3; 
QF, + 3F9)(x, y, 2) = 8x — 9y + 72. vz a vis m vis! d) 2; 
11. 2) d — F)(x, y, z, t) = (x,y ~x, z -y — Xx, ) —8; 
t — z — 2y — 3x) é isomorfismo pois 3. © (yr, ya, pa), onde pa(x, y, 2) = z7% J 153 i 153 A 153º A Ro 
Ker(l — F) = {(0, 0, 0, 0)). std ca 
3 ax yD=-x+t7y+t7Z e 4. ako Eg : (0,0, 1) |. 4. a) AA + 2); b) 2- NA? -A - 1). 
| 12. 1) Fê) = i; 1 1 VZ VI 3 
i 5 pax y, D =x- yE S: a) A=0 ou A=—2; 
l 3) GHz) = -z; 2 1l 141 V 
l AV) for, v2» Y3}, onde y; (a + bt + ct?) = (e VE JE) PR q au LER 
| 13. 1) e 2) Nenhuma das duas coisas; =a+e, pola + btt ctf)=b e ZE 2 
3) Idempoiente; de 1.1) [have va Vê + D. A PT A S 
| , 4) Nilpotente. 4. (2,2, D}. 7.3. 4. São iguais. 
| 14. 1) F? y) = (x, 2x + y); 7. d) Sim; qI} Sim. » | ee ond A | : 6. Zero. 
2 EE - DG, y) = (0, x). f CEES E 
) (F - D(x, y) = (0, x) 10. Sim. 8. “DeW: TE o); T4 1 An=-5,A2=44A3=-2;Ag= 1 
n+l H 
19. Para todo f(t) € Pa GR), D°*! (f) = 0. SEEE aa A22 = —1, A23 = l, A31 = 3, A32 =-2¢ 
i , 0, 0, . MERR 
2.14 3 fada AR De wt: | (L, —L, o0 \; (2,25, 
5.5. 1º B= RE ei VZ v2 2 22 2 -3 
j dir 3º <E, g> =~, IO 2 o) ra er 
3 8 ES, = : > a 3. 3.det -det E + 
À 3 210 z 22 02 02 
2 / 
11 igi = Vá e MO +g S= sig 6 9 -2 -I 4 0 
Lo 15 10 10, TT TT): , +2. det = 2 
2. 1) à 2) 1 01; 4 Sim. E0. 
DNS 1-1 12 desde pda ema 2 1 0 130 
7. a>0. . 2º 2º 2)* TH TE TE 
; é -det 0 2 
9. <A, B>=1, 1AI = 3, IBI = 1 e d(A, B) = E ga ii A Sa A i ' 
=JL £ 13. s= ttt t 1 1 4 1 1 4 
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7.6. 


7.7. 


8.3. 
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13 0 
+(-3det| 2 1 0/1 =35 
0 2 


2 
z 
n 
I 
v o 
l 
o 
x 
ll 
l] 


-+ ı 2 4 
Yast. 2-2 o0|lex=|1 
1 
1 3 -2 E 
12142 1 
273 4 
1 1 
0 5 0-4 
gata 2 E e 
ii 1a 
do das 
1 
0 0 0 4 
39 
24 
a 
8 
X= 
1 
2 
1 
4 
3. 


Se dim V = n, det H = à”. 
detF=0 ou detF = 1. 


detF=6 e det F? = 36. 


São formas bilineares: a), b), c), d) e h). 


1 0 
. a) Matriz de f (u, v) = X; » y1: É o) 


0 1 
b) Matriz de f(u, v) = X; «ya: š 
) 1er (: o) 
1a 


Matriz de f (u, v) = x1 + (y1 + y2): Ê 
c) Ma (uv) = x1 + (y1 o à) 


0 0 
d) Matriz de f (u, v) = 0: k 
0 0 


0 1 
h) Matriz de f(u, v) = X1 y2 — san ) 


-1 0 


3 -3 19 3 
. a) c) . 
3 +1 33 21 


. a) b=c; 


ba=d=0 e b=-c; 
c) ad = bc. 


8.4. 


8.5. 


8.6. 


8.7. 


9. a) (48 AXi x2); (Y1, Y2)) = 
= 2x4y1 — 2X1Y2 + X2y1 — X2Y2; 
b) (Ve xy x2); (Yi Y2)) = 
= 2X1y1 — 2X2Y1 + X1Y2 — X2Y2; 
c) (O y- Yep x2); Yp y2) = 
= ~3x1y2 + 3xX2y1. É 
10. (8 HXi X2); Yi Y2 Y3)) = 
= 2x1y1 + 3x2y1 + 2x1y2 + 3x2y2 — 2X1Y3 — 
= 3x2y3; 
(4 O CX, X2, X3); (Yi y2)) = 
= 2x1y1 + 2x2y1 — 2Xay1 + 3x1y2 + 3X2y2 — 
— 3x3y2; 
Não existe pO y + YOy. 


1. PË. A.P =B. Logo A ~ B. 
1 -1 1 1 
2. a) b) . 
1a -1 1 
10, 1a 
Se P = „P. P= 
0 -1 — 1 
1 -1 
CAU oa? 


4. Em relação à base canônica 2 -1 0 


2-1 0 
s r- ANA E 
0a 


1. No R°: axıyı + bxay) + bX1Y3 + CX2y3. 


2-1 0 


No Rê: axyys + bxyy2 + cXiy3 + bx2y; + 
+ dx2y2 + eX2y3 + CX3y1 + eXay2 + ÍXaya- 


2 Riaxyy —axoyr 
RÊ: ax1y2 — ax2y; + bx1y3 — bxayı + 
+ CX2y3 — CXaya- 


1 
1. a) EX, X2, X3); (Yt Y2 Y3)D) = z Qxyi + 


+ 2xay2 + 2xay3 — 2X4y2 — 2X2Y1 + 4x9y3 + 
+ 4x3y1 — X2Y3 — X3y2). 


c) f((x1, X2, X3); (Y1, Y2, Y3)) = X1y2 + X2Y1 + 
+ X1y3 + X3y1 + X2Y3 + X3y2. 


1 -1 2 0 11 
2. a) -l1 1 -4 c) 1 0 1 
1 t 1 0 

2 -7 1 


1. a) ayi, Y2) = yi: 
o) al, y2) = yê — 2y5; 
e) ql y2) = 4y? — aj. 


52,94 
3 a) qzr z223) =z qu + 


=z -4n -2z 
X, >21- 772 -773 
4 
Substituição linear: 4 x2 = 22 +723 
\ 
l X3 = z3 
: 19 
o) a(z, z2,23)= 27 — 1022 — 1025. 
7 
Xi = 21 — 322 — 1023 
ição li 1 
Substituição linear: < xz = 2-9? 
X3= 23 


2 
4. q(z,,22) = az? + E a b Ja 


Xi = 21 -22 
Substituição linear: 4. ` 
-X2 = z2 


23 PARTE 


ll, 


1.2. 


1i. a) V2e (1, V2 - 1); - V2 e (-1, VZ + 1); 
b) —1 e qualquer vetor não nulo; 
c) Não há valores próprios reais. 
2. a) 2e (1, 0, 0); 3 e (5, 1, 1); -1 e (1,3, - 3); 
b) O (duplo) e (1, 0, 0) e (0, 1, 0); 2 e (0,0, 1); 
3, 3 (triplo) e (1,0,0,0) e (0,0,0, 1); 
4e(0,0,1,0). 


4º prO=A - DA Do... (Ag - t 
Os valores próprios de T são Ay, A2,..., An: 


5. a) -3+ JG V5) 


b) t? — 4; +2; 
c) t? = 3t +2; le2; 
d) t? - 4; +2. 


6. pA(D=(t-2t - 3); 2 (duplo) e 3. 
7. 1 (duplo); não há. 


8. PAW = Gau - Ola - 0... (ann — t- 


1 -4 
i.a) M= ; 
3 1 


b) Não existe. 


2 1 -37 1 
2 M= 

o 0 3 -5 

o 0 1 5 


13. 


1.5. 


2 —4 —4 
3  M=[1 0 3 
0 12 


5. a) É diagonalizávei pois o valor próprio — 1 (duplo) 
tem multiplicidade geométrica 2; 


b) É diagonalizável para todos os valores de men; 

c) É diagonalizável pois há 2 valores próprios 
(duplos) 3 e --3 com multiplicidade geomé- 
trica 2; 

d) É diagonalizável pois o valor próprio 2 (triplo) 
tem multiplicidade geométrica 3. 


6: Resolução: A é a matriz de um operador auto-adjunto 
T em relação à base canônica do R”, Pelo teor, 2 existe 
uma base ortonormal C do R” formada de valores pró- 
prios de T. Se P é a matriz de mudança de B para C: 
P~! - (T): P = (Tg. Como P~! = Pt, pois as 
bases são ortonormais, a resolução está concluida. 


sais 12+14P 4.14 -4 
. a Af = . 
3. 14P..3 12. 14P+1 


13 
j A 1f tie 4e -4e 
Be =- A 
DA ae 30 12e!t +e 


LIM 0 000 o 

0 i-h0 00 0 

o oi a 0 

o o lo 2l T 

0 000.2 0.2 

oi 000 00 

10 -1000 00 

o o id Too 00 

0 0 021 ZTT 

O 049.0 % 02 

TH o 000 0 

o Too 0 

o o Gio o o 

o o oiz o io 

0 0 00% By 
2df 100 
0 2110 
00 210 
0 0 010) 


3 pt) = À - t)" 
b) dim VA) = ] 


Soos 
soon 
So-sS 
o=o? 
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1. a) Hipérbole 


b) Hipérbole 
c) Duas retas 


2 2 


29 -1 (hipérbole) 


3. a) Elipsóide 


d) x? + 2z? = |: superfície cilíndrica de 
diretriz elíptica 


4. b)à = —1: parábola 


3.2. 


4.1. 
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A < —1: hipérbole 


> >» 
V il 
wje wfo nja 
a 
E 
5 


e 
5 
6 


1. a) Lo = FÊ -3t + D, Li = -t + 2t, L = 


slæ- 
=5("-0. 


2. a) t =L; +4t?; 


b) t? + t+ 1= Lo + 3L; 4 TL2, 
c) 1 = Lo + L; + Lo. 


3. Lo= At- DE-DE- I-A, 


Li =- Ftit — DE- It- 4, 
L = Hea - 1Xt — 3) — 4), 
La =- Att- DE-DE- å), 


La = E tt =- D- D = D; 


t+- t+ l=Lo+ Lit 19L + 
+97L3 + 301L4 


38-20 +t? -t+5=5Lo + 6L; + 
+-39L3 + 200L3 + 657L4. 


a 10.19 
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31 ò 3 1 
71. a) RR 13): 
L a (cn); 


bd) {1,6} 
o (d+ V3, a -VI 


o (E) man (P) mno) o 


v= (7a +ivTD) ; 


2 {1, 2P, 3P}. 

3. {1,6 DP, 2, 3}. 

4. 5S=1+1l+1+1+1=14+1+1+2= 
=1+1+241=1+2+1+1=2+1+ 
+1+1=2+2+1=2+1+2=1+2+2. 

5 amsi t V5P +20 — 5)! onde 
ce d são as soluções do sistema linear 
d+VDe+a-Vd=2e(1+V5e+ 
+1-V594=8. 

1. a) —2 sn t; 

o) 13e?t, 

e) 13e?t 5; 


ma a p 


e) ((V5P cos n y, (V5)? sn n p} onde 
y = ag (l + 2i); 
f) {3”, n3®}; 


nx ar). 
8) foz, sen |: 


» {1, en. 


2 
9 Errar 14t + D); 
D —t? + 2t? +7t + 10. 


. a) w cos wt; 


o (— w? +w) sen wt; 


e) Cw? + w) sen wt. 


. a) —wsenwt; 


å) 0. 


. a) D- D? + 5D? -3D — 2; 


d) 5D? — 19D? + 13D - 3. 


Funções constantes; polinômios de grau n — 1. 


Sim. 
4e?t, 
t+3. 


Polinômios da forma at + (5 — 2a). 


.a f'=0; 


e) f” — 3f' +f=0; 

g) f” +wf=0; 

i) f" =f. 

a) D?; 

o DD, pO-D,. D+]; 
e) D? +1. 

a) f constante; 

c) kef; 

d) ke®t, 


UAINA Eiti 


5.4. 


5.5. 


5.6. 


5. 0) acost+fsent a, pER; 
d) t +a cost +$ sent. 


6. c) eta cos t + 8 sen t), a ER; 
d) etcost-2etsent. 


1. a) aet +ge™?t, 


c) acos 2t + 8 sen 2t; $ 
e) ae?t + get, 


g) aet + bte. 
2. a) 2(sen2t + cos VZ t); 
b) e/t 4 2te?/2t, 
c) et get 
4. a) f" +8f'+16f=0; 
b) f” -9f = 0; 
c) f” — 4f’ + 20f=0, 


S: et (2 cos St + 1 sen St). 


1. a) ae?t + get, 
c) a+ pet + vet; 

e) a+ pe?t + yte?t + at?e?t, 

8) aest + ptest; 


i) æ sen wt + $ cos wt. 


6. b) (L + tjet 
a =| 1- e% +4 se 
x) = Pat 


-1 + e% — tez 


61. 


6.2. 


6.3. 


. as; 


co) 3; 
e) 26. 


8 
-a 17(4,0,0, D; 


b) u; 


c) Da, 1,1,1,1). 


. a) gu + uz + Zug. 


(x, y, 0). 
igt e lg). 


-a ÈG, 3); 


b) (2, 1); 
c) (0, 0, 0); 


d) 4a, 1,1,1,1,1). 


. a) 1; 
c) 12. 
d ksi 
=53. 
D kaar 
9 k=5 
Sa DS: 
l= m=5. 
p= 37 m = 1533 o _ 60 
535 * 539° 1 =39 
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Sex 
à 


01. 


02. 
03. 


04. 


05. 


06. 


07. 
08. 
09. 
10. 
11. 
12. 
13. 
14. 
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Centróide, 337 

Cofator, 210 

Combinação linear, 57 

Complemento ortogonal, 175 
Conjunto linearmente dependente, 68 
Conjunto linearmente independente, 67 
Conjunto solução, 8 

Conjunto. ortonormal, 172 
Contra-domínio, 102 

Coordenadas de um vetor, 90 
Cramer (regra de), 214 


Derivada, 105 

Desigualdade de Bessel, 186 
Desigualdade de Cauchy-Schwarz, 161 
Desigualdade de Lagrange, 162 
Desigualdade triangular, 162 
Determinante (de matriz), 200 
Determinante (de operador linear), 217 
Determinante de Vandermonde, 216 


Dimensão de um espaço vetorial, 78 
Disco no plano complexo, 270 
Distância, 163 

Domínio, 102 


Equação característica, 324 

Equação diferencial linear, 319 
Equação linear, 2 

Espaço dual, 149 

Espaço etuclidiano, 159 

Espaço hermitiano, 196 

Espaço solução, 55 

Espaço vetorial, 44 . 
Espaço vetorial finitamente gerado, 59 
Espectro de uma matriz, 270 


Fibonacci (seqüência de), 308 
Forma bilinear, 221 

Forma bilinear anti-simétrica, 230 
Forma bilinear simétrica, 228 
Forma canônica de Jordan, 272 
Forma linear, 149 

Forma quadrática, 232 

Funcional linear, 149 


Gauss (processo de), 235 


Homotetia, 109 


Identidade de polarização, 166 (ex. 11) 
Igualdade de Parceval, 186 

Imagem, 103 

Isometria, 177 

Isomorfismo, 114 


Lagrange (polinômios de), 299 
Lei de inércia, 243 
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